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非良基公理和非良基集合论的域①
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摘　要：正则互模拟是非良基公理和非良基集合论形成的基础，基于正则互模拟形成了一簇非良基公理。定义了三

种正则互模拟≌、≌ｔ和≡Ｖ０，由它们生成的非良基公理ＡＦＡ≌、ＡＦＡ≌
ｔ和ＡＦＡ≡Ｖ０与经典的非良基公理ＦＡＦＡ、ＳＡＦＡ和

ＡＦＡ分别等价；非良基公理ＦＡＦＡ和ＡＦＡ位于非良基公理簇的两端，ＳＡＦＡ处于 ＦＡＦＡ和 ＡＦＡ之间；非良基公理 ＦＡＦＡ、

ＳＡＦＡ和ＡＦＡ两两不相容；与非良基公理ＦＡＦＡ、ＳＡＦＡ、ＡＦＡ相对应的外延力依次增强，而相对应的非良基集合论的域依

次缩小。
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一　基础知识
定义１．１　一个图由一个结点集和一个边集组成，每一条边都是一个由结点组成的序对＜ｎ，ｎ′＞。

如果＜ｎ，ｎ′＞是一条边，那么我们写成ｎ→ｎ′并且说ｎ′是ｎ的后继，ｎ是 ｎ′的前驱。一条路径是一个由

边＜ｎ０，ｎ１＞，＜ｎ１，ｎ２＞，……连接的、由结点 ｎ０，ｎ１，ｎ２，……组成的有穷或无穷序列 ｎ０→ｎ１→ ｎ２…；一
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个点图是一个带一可区分结点的图，这一可区分结点称为该图的始点；一个点图是可达的仅当对于每个

结点ｎ都有一个从该图的始点ｎ０到结点ｎ的路径ｎ０→ｎ１→ …→ ｎ
［１］４。

定义１．２　一个图Ｇ的装饰是图Ｇ的结点集ＮＧ到集合全域Ｖ的一个函数ｄ，使得对于每个结点ｎ

∈ＮＧ（ｎＧ表示结点ｎ的后继集）
ｄ（ｎ）＝｛ｄ（ｍ）（ｍ∈ｎＧ｝。

简言之，一个图的装饰是一个按照如下方式把该图的每一个结点都与一个集合联系起来的指派：指

派给一个结点的集合就是指派给该结点的后继的集合的集合。一个集合的图像就是一个带装饰的可达

点图，其中该集合被指派给图的始点。

定义１．３　一个可达点图是精确图仅当它有一个单射的装饰，即不同的结点由装饰指派不同的
集合。

定义１．４　令Ｍ是一个结点的收集（ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ）（可能是一个真类），Ｒ是 Ｍ上的一个二元关系（类
关系）。如果对每个结点ｎ∈Ｍ，关系Ｒ（被解释为属于关系）使 ｎ成为一个可达点图 ＧＭ的始点，也
就是结点集｛ｎ｝∪｛ｍ∈Ｍ｜ｍ∈ｃｈｎ｝（ｃｈｎ表示以结点ｎ为始点可通达的结点集）加上与Ｒ对应的边是一
个可达点图，那么我们就说Ｍ是一个系统，用＜ＮＭ，Ｒ＞表示。这里ＮＭ表示Ｍ的结点集，常把ＮＭ简写
为Ｍ，因此Ｍ既可表示系统Ｍ又可表示系统Ｍ的结点集。

每个可达点图就是一个系统，但是反之不然。

定义１．５　Ｒ是Ｍ上的一个二元关系，定义Ｒ＋如下：对所有的ｎ，ｍ∈Ｍ，
ｎＲ＋ｍ当且仅当（ｘ∈ｎＭ）（ｙ∈ｍＭ）（ｘＲｙ）∧（ｙ∈ｍＭ）（ｘ∈ｎＭ）（ｘＲｙ）。

如果ＲＲ＋，我们称Ｒ就是Ｍ上的一个互模拟关系。
注意，对于任意结点ｘ∈Ｍ，ｘＭ表示系统Ｍ中ｘ的子结点（后继）集。
定理１．１　令≡Ｍ是系统Ｍ上的一个关系，满足对于任意的ａ，ｂ∈Ｍ，ａ≡Ｍｂ 对于Ｍ上某一小的

互模拟Ｒ，ａＲｂ。那么每一个系统Ｍ上都存在惟一的极大互模拟≡Ｍ，即

（１）≡Ｍ是Ｍ上的一个互模拟，
（２）如果Ｒ是Ｍ上的一个互模拟，那么对于所有ａ，ｂ∈ＮＭ

ａＲｂａ≡Ｍｂ

证明见参考文献［２］。

定义１．６　一个系统Ｍ称为外延的，仅当对于所有的ａ，ｂ∈ ＮＭ
ａＭ＝ｂＭａ＝ｂ，

它是强外延的，仅当对于所有的ａ，ｂ∈ＮＭ
ａ≡Ｍｂａ＝ｂ。

所有可达点图的收集构成一个系统Ｖ０，它以可达点图为结点，并且满足对于任意的可达点图Ｇ，如
果ａ→ｂ是Ｇ的边，那么＜Ｇａ，Ｇｂ＞就是Ｖ０的边。Ｇａ和Ｇｂ是分别以ａ和ｂ为始点的可达点图。我们在
系统Ｖ０上定义一类特殊的互模拟。

定义１．７　Ｖ０上的一个互模拟关系～是一个正则互模拟关系，仅当
（１）～是Ｖ０上的等价关系。
（２）Ｇａ≌Ｇ′ａ′Ｇａ～Ｇ′ａ′。（≌表示同构）
（３）对于ａ，ａ′∈ＮＧ，ａＧ＝ａ′ＧＧａ～Ｇａ′。

这里ＮＧ是图Ｇ的结点集。对于任意结点ｘ∈ＮＧ，ｘＧ表示图Ｇ中ｘ的子结点集。
定义１．８　一个系统Ｍ是一个～－外延系统仅当对所有的ａ，ｂ∈ＮＭ

Ｍａ～Ｍｂａ＝ｂ

４３
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有了这些概念，我们可以给出非良基公理簇ＡＦＡ～的定义：
定义１．９　ＡＦＡ～＝一个可达点图是精确图当且仅当它是～－外延的。

二　三种典型的正则互模拟
（一）正则互模拟≌
如果ａ∈ＮＭ，其中Ｍ是一个系统，令（Ｍａ）是一个可达点图：由Ｍａ中的、位于从ａ的某一个后继出

发的路径上的结点和边组成，另外还有一个新的结点以及（对于ａ的每一个后继ｘ）一条新的边＜，
ｘ＞。我们取为（Ｍａ）的始点。

定义２．１　对于任意的Ｇａ，Ｇ′ａ′∈ＮＶ０，定义Ｖ０上的关系≌为

Ｇａ≌Ｇ′ａ′（Ｇａ）≌（Ｇ′ａ′）

定理２．１　≌是Ｖ０上的一个正则互模拟。

证明：见杜文静博士论文《反基础公理的模型研究》第３６页［３］。

定义２．２　一个系统Ｍ是≌ －外延的仅当对所有的ａ，ｂ∈Ｍ

Ｍａ≌Ｍｂａ＝ｂ

有了这些概念，我们就可以生成一个具体的非良基公理：

定义２．３　ＡＦＡ≌ ＝一个可达点图是精确图当且仅当它是≌ －外延的。

如果用Ｖ≌表示非良基集合论ＺＦＣ－ ＋ＡＦＡ≌的域，那么

Ｖ≌ ＝｛Ｇ∈ＮＶ０｜Ｇ是≌ －外延的｝。

定理２．２　一个系统Ｍ是≌ －外延的当且仅当它是外延的和同构外延的。

现在介绍什么叫同构外延性。已知一个系统Ｍ和 Ｍ的一个结点 ａ，我们可以形成可达点图 Ｍａ如

下：Ｍａ的结点和边是 Ｍ中从 ａ点出发的那些路径上的结点和边，其中 ａ是 Ｍａ的始点。对任意的结点

ａ，ｂ∈Ｍ，如果Ｍａ≌Ｍｂ，那么ａ＝ｂ，我们就说Ｍ是同构外延的。

证明：假设Ｍ是≌ －外延的。对于任意的ａ，ｂ∈Ｍ，我们有ａＭ＝ｂＭ（Ｍａ） ＝（Ｍｂ）（Ｍａ） ＝

（Ｍｂ）（Ｍａ）≌（Ｍｂ） Ｍａ≌Ｍｂａ＝ｂ；并且Ｍａ≌Ｍｂ （Ｍａ）≌ （Ｍｂ） Ｍａ≌Ｍｂａ＝ｂ。
所以Ｍ是外延的和同构外延的，即Ｍ是芬斯勒外延的。反之，假设 Ｍ是外延的和同构外延的（芬斯勒

－外延的），如果Ｍａ≌Ｍｂ，即（Ｍａ）≌（Ｍｂ），则有三种情况：１）ａＭ＝ｂＭ∧Ｍａ≌Ｍｂ；２）ａＭ≠ｂＭ∧Ｍａ≌

Ｍｂ；３）ａＭ＝ｂＭ∧Ｍａ Ｍｂ。由假设可得在这三种情况下都有ａ＝ｂ，所以Ｍ是≌ －外延的。

由这个定理可以得到ＡＦＡ≌ ＝ＦＡＦＡ（ＦＡＦＡ是芬斯勒非良基公理）。

（二）正则互模拟≌ｔ

已知一个可达点图，如果从它的始点到它的所有结点的路径是唯一的，称该可达点图是一棵树。令

Ｇａ是一个可达点图，它的展开（Ｇａ）
ｔ以Ｇａ的从始点开始的有穷路径作为结点，把形如＜ａ＝ａ０→…→ａｎ，ａ

＝ａ０→…→ａｎ→ａｎ＋１＞的路径有序对作为边，把长度为１的路径ａ作为始点。因此，展开总是一棵树。

定义２．４　对每个可达点图Ｇａ，令（Ｇａ）
ｔ表示它的展开。令≌ｔ是如下定义的Ｖ０上的关系：对所有

的Ｇａ，Ｇ′ａ′∈ＮＶ０
Ｇａ≌

ｔＧ′ａ′（Ｇａ）
ｔ≌（Ｇ′ａ′）

ｔ。

定理２．３　≌ｔ是Ｖ０上的一个正则互模拟。

证明略。

定义２．５　一个系统Ｍ是≌ｔ－外延的仅当对所有的ａ，ｂ∈ＮＭ
Ｍａ≌

ｔＭｂａ＝ｂ。

５３
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有了这些概念，就可以生成非良基公理ＡＦＡ≌ｔ：
定义２．６　ＡＦＡ≌ｔ＝一个可达点图是精确图当且仅当它是≌ｔ－外延的。
如果用Ｖ≌ｔ表示非良基集合论ＺＦＣ－＋ＡＦＡ≌ｔ的域Ｖ≌ｔ，那么

Ｖ≌ｔ＝｛Ｇ∈ＮＶ０｜Ｇ是≌
ｔ－外延的｝。

易证ＡＦＡ≌ｔ与斯科特非良基公理等价，常被写作ＳＡＦＡ。
（三）正则互模拟≡Ｖ０

我们在系统Ｖ０上给出极大互模拟≡Ｖ０的定义。

定义２．７　对于任意的Ｇａ，Ｇ′ａ′∈ＮＶ０，定义Ｖ０上的关系≡Ｖ０为

Ｇａ≡Ｖ０Ｇ′ａ′对于Ｖ０的上某一小的互模拟Ｒ，ＧａＲＧ′ａ′。
定理２．４　≡Ｖ０是Ｖ０上的一个正则互模拟。
证明很容易，这里省略。

定义２．８　一个系统Ｍ是≡Ｖ０－外延的仅当对所有的ａ，ｂ∈ＮＭ
Ｍａ≡Ｖ０Ｍｂａ＝ｂ。

很容易证明对任意的系统Ｍ来说，Ｍ是≡Ｖ０－外延的当且仅当Ｍ是强外延的。有了这些概念，同样
可生成一个反良基公理：

定义２．９　ＡＦＡ≡Ｖ０＝一个可达点图是精确图当且仅当它是强外延的。
如果用Ｖ≡Ｖ０表示ＺＦＣ－＋ＡＦＡ≡Ｖ０的域，那么

Ｖ≡Ｖ０＝｛Ｇ∈ＮＶ０｜Ｇ是≡Ｖ０
－外延的｝。

我们习惯把Ｖ≡Ｖ０简写成Ｖ。
易证ＡＦＡ≡Ｖ０等价于埃泽尔非良基公理ＡＦＡ。
定理２．５　对任意的系统Ｍ，任意的ｎ，ｍ∈Ｍ，

Ｍｎ≡Ｖ０Ｍｍｎ≡Ｍｍ。
证明：假定Ｍｎ≡Ｖ０Ｍｍ，在系统Ｍ上定义一个关系 Ｒ，使得对于任意的 ｎ，ｍ∈Ｍ，ｎＲｍ Ｍｎ≡Ｖ０Ｍｍ。

下面证Ｒ是Ｍ上的一个互模拟关系。由ｎＲｍ，则 Ｍｎ≡Ｖ０Ｍｍ，据≡Ｖ０定义，存在一个小互模拟关系 Ｚ使
得ＭｎＺＭｍ。很明显对于所有的ｘ∈ｎＭ，存在ｙ∈ｍＭ，使得ＭｘＺＭｙ。因为Ｚ≡Ｖ０，所以Ｍｘ≡Ｖ０Ｍｙ；再根据

Ｒ的定义，ｘＲｙ。同理对于所有的ｙ∈ｍＭ，存在ｘ∈ｎＭ，ｘＲｙ。即ｎＲ
＋ｍ，Ｒ Ｒ＋，故Ｒ是Ｍ上的一个互模

拟，因此ｎ≡Ｍｍ。
假定ｎ≡Ｍｍ，我们定义Ｖ０上的二元关系Ｚ，使得对任意的ｎ，ｍ∈Ｍ，ＭｎＺＭｍｎ≡Ｍｍ，现在我们证Ｚ

是Ｖ０上的一个互模拟关系。由ＭｎＺＭｍ，则ｎ≡Ｍｍ，那么 Ｍ上存在一个小互模拟关系 Ｒ使得 ｎＲｍ。由
互模拟定义，对于任意的ｘ∈ｎＭ（即Ｍｘ∈（Ｍｎ）Ｖ０），存在ｙ∈ｍＭ（Ｍｙ∈（Ｍｍ）Ｖ０），使得ｘＲｙ，因此ｘ≡Ｍｙ，
由Ｚ的定义得，ＭｘＺＭｙ。同理可得，对于任意的ｙ∈ｍＭ（Ｍｙ∈（Ｍｍ）Ｖ０），存在ｘ∈ｎＭ（即Ｍｘ∈（Ｍｎ）Ｖ０），

ＭｘＺＭｙ。即ＭｎＺ
＋Ｍｍ，Ｚ Ｚ

＋，故Ｚ是Ｍ上的一个互模拟，因此Ｍｎ≡Ｖ０Ｍｍ。

三　非良基公理之间的关系
正则互模拟确定了非良基公理，不同的正则互模拟决定了不同的非良基公理，我们用ＡＦＡ～表示由

正则互模拟决定的非良基公理簇。我们定义了三种正则互模拟≌、≌ｔ和≡Ｖ０，它们分别决定公理

ＦＡＦＡ、ＳＡＦＡ和ＡＦＡ。这些公理之间有什么关系呢？公理ＡＦＡ和ＦＡＦＡ在公理簇ＡＦＡ～中居于两个相
反的极端。ＡＦＡ表达的是只有强外延的可达点图才是精确图，而 ＦＡＦＡ表达的是任意芬斯勒 －外延的
可达点图都是一个精确图。我们将证明ＳＡＦＡ居于两个极端之间。

定理３．１　令～是一个正则互模拟，那么
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（１）每一个强外延的系统都是～－外延的。
（２）每一个～－外延的系统都是芬斯勒－外延的。

（３）ＡＦＡ２ ＡＦＡ２
～ＦＡＦＡ２。

（４）ＦＡＦＡ１ ＡＦＡ１
～ ＡＦＡ１。

（５）如果有一个不是强外延的～－外延的可达点图，那么

（ＡＦＡ１
～∧ＡＦＡ２）。

（６）如果有一个不是～－外延的芬斯勒－外延的可达点图，那么

（ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２
～）。

证明：（１）令Ｍ是任意的强外延系统。对于任意的 ａ，ｂ∈Ｍ，如果 Ｍａ～Ｍｂ，由于 ～≡Ｖ０，那么 Ｍａ
≡Ｖ０Ｍｂ。根据定理２．５，我们有ａ≡Ｍｂ，再由假设Ｍ是强外延的，所以ａ＝ｂ。故Ｍ是～－外延的。

（２）令Ｍ是～－外延的。对于任意的 ａ，ｂ∈Ｍ，如果 Ｍａ≌Ｍｂ，即（Ｍａ）≌（Ｍｂ），由定理２．５可

知有三种情况：１）ａＭ＝ｂＭ∧Ｍａ≌Ｍｂ；２）ａＭ≠ｂＭ∧Ｍａ≌Ｍｂ；３）ａＭ＝ｂＭ∧Ｍａ Ｍｂ。在这三种情况下都有

Ｍａ～Ｍｂ，由假设Ｍ是～－外延的可得在这三种情况下都有ａ＝ｂ，所以Ｍ是芬斯勒外延的。

（３）先证第一个蕴含式。令 Ｇ是一个精确图，假设 ＡＦＡ２，因为 ＡＦＡ２每个精确图都是强外延的，

所以Ｇ是强外延的。对任意ａ，ｂ∈Ｇ，如果Ｇａ～Ｇｂ，由于～≡Ｖ０，那么 Ｇａ≡Ｖ０Ｇｂ。根据定理２．５，我们

有ａ≡Ｍｂ，再由 Ｇ是强外延的，所以 ａ＝ｂ。故 Ｇ是 ～－外延的。因此每个精确图都是 ～－外延的，由

ＡＦＡ２
～每个精确图都是～外延的，所以ＡＦＡ２

～成立。

再证第二个蕴含式。令Ｇ是一个精确图，假设ＡＦＡ２
～，ＡＦＡ２

～每个精确图都是～外延的，故Ｇ是

～－外延的。对于任意的ａ，ｂ∈Ｇ，如果Ｇａ≌Ｇｂ，即（Ｇａ）≌（Ｇｂ），由定理２．５可知有三种情况：１）

ａＧ＝ｂＧ∧Ｇａ≌Ｇｂ；２）ａＧ≠ｂＧ∧Ｇａ≌Ｇｂ；３）ａＧ＝ｂＧ∧Ｇａ Ｇｂ。在这三种情况下都有 Ｇａ～Ｇｂ，由假设 Ｇ是

～－外延的可得在这三种情况下都有ａ＝ｂ，所以 Ｇ是芬斯勒外延的。Ｇ是任意的，所以每个精确图都

是芬斯勒外延的，由ＦＡＦＡ２每个精确图都是芬斯勒外延的，所以ＦＡＦＡ２成立。

（４）先证第一个蕴含式。假设ＦＡＦＡ１。令Ｇ是～－外延的可达点图，根据（２）：每一个 ～－外延的

系统都是芬斯勒－外延的，那么Ｇ是芬斯勒外延的。根据假设 ＦＡＦＡ１每个芬斯勒外延的可达点图都

是精确图，所以Ｇ是精确图。因为Ｇ是任意的，所以每个～－外延的可达点图都是精确图，由ＡＦＡ１
～

每个～－外延的可达点图都是精确图，所以ＡＦＡ１
～成立。

再证第二个蕴涵式。假设ＡＦＡ１
～，令Ｇ是一个强外延的可达点图，根据（１）每一个强外延的系统都

是～－外延的，所以 Ｇ是 ～－外延的。根据假设 ＡＦＡ１
～每个 ～外延的可达点图都是精确图，所以 Ｇ

是精确图。因为Ｇ是任意的，所以每个强外延的可达点图都是精确图，由 ＡＦＡ１每个强外延的可达点

图都是精确图，所以ＡＦＡ１成立。

（５）令Ｇ是～－外延的，但 Ｇ不是强外延的。我们用反证法。假设 ＡＦＡ１
～∧ＡＦＡ２成立，则由

ＡＦＡ１
～每个～－外延的可达点图都是精确图，可得Ｇ是精确图。又由ＡＦＡ２每个精确图都是强外延

的，所以Ｇ又是强外延的。这就与已知Ｇ不是强外延的矛盾，所以假设不成立，那么其否定（ＡＦＡ１
～

∧ＡＦＡ２）成立。

（６）令Ｇ是芬斯勒外延的，但Ｇ不是 ～－外延的。我们用反证法。假设 ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２
～成立，那

么由ＦＡＦＡ１每个芬斯勒外延的可达点图都是精确图，所以Ｇ是精确图。又由ＡＦＡ２
～每个精确图都

是～外延的，所以 Ｇ又是 ～外延的。这就与已知 Ｇ不是 ～外延的矛盾，所以假设不成立，那么其否定

（ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２
～）成立。

定理３．２　令 ～是一个正则互模拟。如果有一个非强外延的而是 ～－外延的可达点图，并且有一
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个非～－外延的而是芬斯勒－外延的可达点图，那么ＡＦＡ、ＡＦＡ～和ＦＡＦＡ是两两不相容的。
证明：先证明ＡＦＡ和ＡＦＡ～不相容。因为有一个不是强外延的 ～－外延的可达点图，根据上面的

定理３．１（６），可得（ＡＦＡ１
～（ＡＦＡ２），所以（ＡＦＡ

～∧ＡＦＡ），即ＡＦＡ和ＡＦＡ～不可同时成立，故它们
不相容。

再证ＡＦＡ～和ＦＡＦＡ是不相容。因为有一个不是 ～－外延的芬斯勒 －外延的可达点图，根据上面
的定理３．１（６），可得（ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２

～），所以（ＦＡＦＡ∧ＡＦＡ～），即 ＦＡＦＡ和 ＡＦＡ～不可同时成立，
故它们不相容。

最后证ＡＦＡ和ＦＡＦＡ不相容。很明显存在很多不是强外延的芬斯勒外延的图，例如图１［４］。受定
理３．１（５）的启示，我们可以假设（ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２）成立。现在我们来证明此结论。令Ｇ是芬斯勒外
延的，但Ｇ不是强外延的。我们用反证法。假设ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２成立，则由 ＦＡＦＡ１每个芬斯勒外延的
可达点图都是精确图，可得Ｇ是精确图。又由 ＡＦＡ２每个精确图都是强外延的，所以 Ｇ又是强外延
的。这就与已知Ｇ不是强外延的矛盾，所以假设不成立，那么其否定（ＦＡＦＡ１∧ＡＦＡ２）成立，并因此
（ＦＡＦＡ∧ＡＦＡ）成立，即ＦＡＦＡ和ＡＦＡ不能同时成立，故它们不相容。

图１　芬斯勒外延图

定理３．３　ＡＦＡ、ＳＡＦＡ和ＦＡＦＡ两两不相容。
证明：把下一小节的事实４．２和４．３用到上述定理３．２。

四　非良基集合论的域之比较
外延性问题是集合论问题的核心，因为它确定了集合相等的标准，并因此决定了集合域的大小，或

者说某个集合论中集合的基数。图的外延性是系统外延性的特例，不再赘述。

我们来描述图的严格性。如果一个图具有非恒等映射作为自身的同构映射，那么这样的同构也叫

真自同构，这样的图被称为非严格的图［３］。图２有一个使 ｂ和 ｃ互相映射的真自同构，所以是非严格
图。如果不存在这样的同构映射则是严格的。但是严格性不蕴含外延性，如图３［４］。

图２　一个Ｂｏｆｆａ集合的精确图 图３　一个严格的和同构外延的但非外延的可达点图

　　图的同构外延性是系统的同构外延性的特例，即对任意的图 Ｇ，结点 ａ，ｂ∈Ｇ，如果 Ｇａ≌Ｇｂ，那么 ａ
＝ｂ，我们就说Ｇ是同构外延的。如图３就是同构外延的，这说明同构外延性也不蕴含外延性。
我们给出几种具体集合的域，详细论述见参考文献［４］：

Ｆ＝Ｖ≌ ＝｛Ｇ∈Ｖ０｜Ｇ是外延且同构外延的（即芬斯勒外延的）｝；

Ｓ＝Ｖ≌ｔ＝｛Ｇ∈Ｖ０｜Ｇ是斯科特外延的｝；

Ａ＝Ｖ≌ｔ＝Ｖ＝｛Ｇ∈Ｖ０｜Ｇ是强外延的｝。
据此，我们可以证明下面的命题。
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定理４．１
（１）每一个强外延的系统都是斯科特外延的。
（２）每一个斯科特外延的系统都是芬斯勒外延的。
证明：（１）和（２）分别是定理３．１（１）和定理３．１（２）的一个特例，除了斯科特外延的取代（外延的以

外，证明完全一样，这里略。

如果用ｅｘｔ（Ｆ）、ｅｘｔ（Ｓ）和ｅｘｔ（Ａ）分别表示非良基公理ＦＡＦＡ、ＳＡＦＡ和ＡＦＡ对应的外延性的等价力
大小，我们有如下结论。

定理４．２　ｅｘｔ（Ｆ）≤ｅｘｔ（Ｓ）≤ｅｘｔ（Ａ）。
证明：这是定理４．１的一个不足道的后承。
我们还有下面的事实。

事实４．１　存在一个外延的且非严格的可达点图。
证明：见图２［４］。
事实４．２　存在一个外延且严格的非芬斯勒外延的可达点图。
证明：见图４［４］。

图４　一个严格的但不是同构外延的可达点图

事实４．３　存在一个芬斯勒外延的非斯科特外延的可达点图。
证明：图１就是一个满足这种条件的图，它是满足方程组ｘ＝｛ｙ｝，ｙ＝｛ｘ，ｚ｝，ｚ＝｛ｘ，ｙ｝的集合ｘ，ｙ，

和ｚ的图像［４］。下面再给出一个这样的图（图５），它是满足方程组ｘ＝｛ｘ，ｙ｝，ｙ＝｛ｚ｝，ｚ＝｛ｙ，ｚ｝的集合
ｘ的图像。

Ｇｂ是芬斯勒外延的，即≌ －外延的，我们可以构造（Ｇａ），（Ｇｂ）和（Ｇｃ）如下：

显然（Ｇａ） （Ｇｂ），（Ｇｂ） （Ｇｃ）和（Ｇａ） （Ｇｃ），即 Ｇａ Ｇｂ，Ｇｃ Ｇｂ和 Ｇａ Ｇｃ，因此
Ｇａ是芬斯勒外延的。

图５　芬斯勒外延的的非斯科特外延的可达点图Ｇｂ 图６　（Ｇａ）、（Ｇｂ）和 （Ｇｃ）

　　但Ｇｂ不是斯科特外延的，我们以ｂ点为根点展开Ｇｂ，如图７。

显然，（Ｇｂ）
ｔ≌（Ｇｃ）

ｔ，即Ｇｂ≌
ｔＧｃ，但是ｂ≠ｃ，所以Ｇ不是≌

ｔ－外延的。
事实４．４　存在一个斯科特外延的非强外延的可达点图。
证明：见图８。
Ｇａ不是强外延的，这一点很容易证明，ａ≡Ｇｂ，但是 ａ≠ｂ。但 Ｇａ是斯科特外延的，我们分别以 ａ，ｂ

为出发点展开图８如图９。
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图７　（Ｇｂ）
ｔ

图８　斯科特外延的非强外延的可达点图Ｇａ

图９　（Ｇａ）
ｔ和（Ｇｂ）

ｔ

显然（Ｇａ）
ｔ与（Ｇｂ）

ｔ不同构，也就是说（Ｇａ≌
ｔＧｂ），所以Ｇａ是斯科特外延的。

有了这些事实，定理４．２可改写为
定理４．３　ｅｘｔ（Ｆ）＜ｅｘｔ（Ｓ）＜ｅｘｔ（Ａ）。
相应地，上面各个非良基域之间的关系用下面的命题表示。

定理４．４　ＡＳＦ。
证明：这是上述定理的一个推论。

由此可知，外延性的等价力与非良基集合域大小类似于反比关系。
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