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弗完全模态逻辑及其逻辑特性

郝旭东
"华东师范大学 哲学系%上海 !##!6(&

摘4要#T

(

是一个基本的弗完全逻辑系统$其重要特征是排中律在一般意义上无效$并且有些会导致矛盾扩散的逻

辑原则在其中失效$从而使得弗完全逻辑具有可以容纳矛盾冲突$但不会导致整个系统无意义的逻辑特性( 在系统 T

(

的基础上$通过直接的逻辑扩充可以建立一系列弗完全模态逻辑系统$即T

(

8$ T

(

:$ T

(

_$ T

(

6$ T

(

$̂并可证明它们的可

靠性和完全性( 这些具有弗完全性质的模态逻辑系统$都具有容忍%真矛盾&的能力(

关键词#弗完全)排中律)模态逻辑)真矛盾)悖论
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一4问题的提出

弗完全 " K?B?.&JKCFAF/FLL&是弗协调 " K?B?>

.&/L'LAF/.O&的对偶概念' 在弗协调逻辑中%矛盾

律的普遍有效性受到了限制1相应地%在弗完全逻

辑中%排中律并非在一般意义上有效' 从该角度

来看%正如弗协调逻辑学者达
0

科斯塔 ":?

7&LA?&和马可尼"R?B.&/'&所言%非经典逻辑中的

直觉主义逻辑和一些多值逻辑就是弗完全的!

'

本文的关注点在于最早由弗协调逻辑学家们建立

起来的弗完全逻辑系统T

(

%该系统是按照类似于

弗协调逻辑系统 7

(

通过正加的方式而得到的逻

辑系统"

'

弗完全逻辑的概念最早由斯摩棱诺夫"9J&>

CF/&W&引入#

%而弗完全逻辑通常使用的定义则是

由弗协调逻辑学家罗帕瑞克"I&K?B'.

n

&和达
0

科

斯塔给出的%即如果一个逻辑系统使得其中的公

式及其否定可以同时为假%那么这个逻辑系统就

是弗完全的$

' 达2科斯塔及其合作者不仅给出

了弗完全逻辑系统 T

(

的公理以及基本的语义%

%

而且还揭示了弗完全逻辑系统 T

(

和弗协调逻辑

系统7

(

之间的对偶关系%并认为每一个弗协调逻

辑都会有一个对偶的弗完全逻辑%反之亦然&

'

此后%阿贝尔"5N?B&和雅玛施塔"[?J?LH'A?&对

T

(

补充了一些具有弗完全逻辑典型特征系统内

的定理'

' 类似于弗协调逻辑%弗完全逻辑也具

有容忍特定矛盾冲突的能力1菲尔德" '̀FC%&在

#救真于悖$中对弗完全逻辑由于这种特性而在

容忍悖论方面的应用价值给予了肯定(

'

本文的主要目标是将弗完全逻辑的措施应用

于模态逻辑%在系统 T

(

的基础上%建立具有弗完

全逻辑特性的模态逻辑系统 T

(

8%并证明其可靠

性和完全性1T

(

8是目前第一个正加型弗完全模

态逻辑系统%以T

(

为基础可以扩充得到弗完全模
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态逻辑系统 T

(

:% T

(

_% T

(

6 和 T

(

%̂这些系统也

都具有可靠性和完全性' 此外%本文还对弗完全

逻辑模态逻辑的特殊逻辑性质进行了必要的解释

和说明' 例如%由于这些类型的模态逻辑具有弗

完全的逻辑特性%因而它们也可以作为模态悖论

的解决方案1由于还可以把必然算子解释为认知

算子(道义算子和时间算子等%因此%弗完全模态

逻辑也可以作为处理认知悖论(知识或信念的冲

突(道义困境以及司法二难问题的基础逻辑'

二4弗完全模态逻辑的形式语言和形

式语义

弗完全模态逻辑的形式语言%记作 !

A

#

%是在

系统T

(

形式语言的基础上%通过附加模态算子而

得到的' 其公式定义如下!

"
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2"

用:2)7"!

#

A

&代表弗完全模态逻辑全体命题

变元的集合%用L)+7"!

#

A

&代表所有公式的集合1

并引入如下缩写定义!
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"
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弗完全模态逻辑系统的形式语义如下!

定义 (4框架 是̀一个二元组"c% V&%其中

c是可能世界的集合%V是 c上的二元关系'

并且%

"(& 如果框架满足
5

M

:

Ml"MVMl&%则称之为

T

(

:

3框架1

"!& 如果框架满足
5

M"MVM& %则称之为T

(

_

3框架1

"*& 如果框架满足
5

M

(
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!
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*
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(
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!
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!
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*
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M

(
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*
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5

M"MVM&%则称之为 T

(

6

3
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"6& 如果框架满足
5

M

(

5

M

!

5

M

*
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(
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!
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M

(
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*

8:

Ml"M
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M"MVM&和
5

M

(

5

M

!
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M
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(
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!
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M

!
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*
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M

(

VM

*

&%则称之为

T

(

^

3框架'

定义 !4框架上的一个赋值是从 L)+7"!

#

A

&

i

c到7#% (8的映射%并且对于任一
"

(

#'

L)+7

"!

#

A

&满足下列条件")

8

*的涵义为)如果..%

那么..*%)

;

*的涵义为)当且仅当*&!

"(& d"

"
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(
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7

1

%

7

%

$
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e
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定义 *4模型 R是一个三元组"c% V% d&%

其中"c% V&是框架 %̀d是 上̀的一个赋值'

定义 64令R

e

"c% V% d&是任意一个模型%

`

e

"c% V&是任意一个框架%

"

为 L)+7"!

#

A

&中

的任意一个公式%M为c中的任一可能世界!

"(&若d"

"

% M&

e

(%则称
"

在 M上为真%记

作R

+

M

"

1若 d"

"

% M&

e

#%则称
"

在 M上为假%

记作R

M

"

'

"!&

"

在模型R中是可满足的%当且仅当%存

在某一M

'

c使得d"

"

% M&

e

('

"*&

"

在模型R中是有效的%当且仅当%对于

任一M

'

c有d"

"

% M&

e

('

"6&

"

在框架`上是有效的%当且仅当%对于

任一"c% V&上的赋值d有d"

"

% M&

e

('

""&令)是任一框架类%称
"

在 )上是有效

的%当且仅当%对于任一 L

'

)%

"

在 `上是有效

的%并将之记作)

+"

' 公式
"

是M

3有效的%当且

仅当%

"

在框架类M

3

)上是有效的'

"1&令*是任一模型类%称
"

在*中是有效

的%当且仅当%对于任一 A

'

*%

"

在 *中是有效

的%并将之记作*

+"

'

三4弗完全模态逻辑系统T

(

8

弗完全模态逻辑系统 T

(

8的公理模式是在
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T

(

公理模式!的基础上%通过增加关于模态算子

的公理并给出一定的限制措施而得到' 具体

如下!
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弗完全模态逻辑系统T

(

8的推理规则如下!

V("分离规则RT&!由
"

和
"

$

#

可推出
#

1

V!"必然化规则]&!由
"

可推出
2"

'

定义 "4称公式
"

在 T

(

8中是由公式集
4

"形式&可推演的%记作
4

-

T( 0

"

"简记为
4

-

"

&%

当且仅当%存在一个有穷的公式序列
"

(

%

"

!

%.%

"

7

使得
"

7

e

"

%并且对于任一的 N"(

/

N

/

7&%

"

N

满足下列条件之一!

! "

N

是T

(

8的公理之一1

"

存在小于 N的 %和 E使得
"

N

可以从
"

%

和

"

E

"

"

E

e

"

%
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&利用分离规则而得到1

#
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"

N

"

e
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%

&是从
"

%

利

用必然化规则得到的1

$ "
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'

特别地%当
4

e

r%则称公式
"

在 T

(

8中是可

证的%记作
-

T(8

"

%简记为
-

"

'

由T

(

8的公理模式和形成规则可知%系统T

(

是包含于T

(

8的子系统' 因此%T

(

3定理也都是

T

(

8

3定理'

令
5

是一个有限公式集 7

"

(

% .%
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1
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5
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定义 14T

(

3变形

令
"

是任意公式%

"

的T

(

3变形记作
"

l%是删

去
"

中所有模态算子后得到的公式' 严格地讲%

T

(

3变形是一个从公式到公式的映射!
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(
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理%并且T

(

8是 T

(

的扩充%因而这些定理也都是

系统T

(

8的定理'

定理 64在T

(

8中有!

"(&

-

"

$

# 8

-

2"

$

2#

1

-

"

$

# 8

-

3"

$

3#

1

"!&

-

", # 8

-

2",2#

1

-

", # 8

-

3"

,3#

1

"*&

-

3

q

",

q

2"

1

证明!类似于模态逻辑中的证明% 略'

定理 "4在T

(

8中有!

"(&

-

"8

-

2"

1

"!&

-

"

*

8

-

"

2"

&

*

'

"(&的证明!类似于模态逻辑中的证明% 略'

"!&的证明!因为
-

"

*

%那么存在一个有穷公

式序列
"

(

% .%

"

7

使得
"

7

e

"

*

1并且对于任一

的%"(

/

%

/

7&%

"

%

满足下列条件之一!

! "

%

为T

(

8的公理之一1

"

有小于%的 N和 E使得
"

%

可以从
"

N

和
"

E

"

e

"

N

<"

%

&利用V(得到的1

#

有小于 %的 N使得
"

%

是
"

N

利用 V! 得

到的'

由
"

7

"

e

"

*

&%根据公理 5" (1 & "

"

*

<

"

2"

&

*

&%使用V(%可得"

2"

&

*

'

因此%公式序列
"

(

% .%

"

7

% "

2"

&

*就是
-

"

2"

&

*的一个证明'

推论 !4以下公式不是T

(

8

3定理!

"(&

2

"

".

p

"

&

"!&

2".2

p

"

"*&

2".

p

2"

"6&

3

"

".

p

"

&

""&

3".3

p

"

"1&

3".

p

3"

"2&

"62

"

#.

p

#

&

"+&

"62#.2

p

#

"$&

"62#.

p

2#

"(#&

"63

"

#.

p

#

&

"((&

"63#.3

p

#

"(!&

"63#.

p

3#

"(*&

2

"

",

p

"

&

6#

"(6&"

2",2

p

"

&

6#

"("&"

2",

p

2"

&

<#

"(1&

3

"

",

p

"

&

6#

"(2&"

3",3

p

"

&

6#

"(+&"

3",

p

3"

&

<#

证明!首先%"(&

2

"

".

p

"

&不是T

(

8

3定理'

对其做T

(

3变形%可得
".

p

"

1由于公式
".

p

"

不是T

(

3定理%根据推论 (%可知
2

"

".

p

"

&不是

T

(

8

3定理' 其次%同理可得%其它公式也都不是

T

(

8

3定理' 因此%各种版本的模态排中律在弗

完全模态逻辑T

(

8中不是定理'

定理 14T

(

8公理模式"(&,"(2&在任意框

架上有效'

证明!首先%根据赋值定义 ! 和定义 6 易

证%略'

定理 24令)是任一框架类%则有!

"(&若
"

%

"6#

在 )上有效%则
#

在 )上

有效1

"!&若
"

在)上有效%则
2"

在)上有效'

证明!类似于模态逻辑中的证明% 略'

定理 +4T

(

8是可靠的%即!如果
-

T(8

"

%那么

+

T(8

"

'

证明!根据定理 1和定理 2%施归纳于证明长

度即可'

定义 2

"(&对任意公式集
45

L)+7"!

#

A

&%

4

,

e

7

"'

L)+7"!

#

A

&!

4

-

"

8%若
4

,

e

4

%则称
4

演绎封闭的'

"!&称
4

为不足道的%当且仅当%

4

,

e

L)+7

"!

#

A

&1否则%称之为足道的'

"*&称
4

是不协调的%当且仅当%有公式
"

使

得
4

-

"

且
4

-

p

"

1否则%就称
4

是协调的1无限

集
4

是协调的%当且仅当%其任何一个有限子集

都是协调的'

"6&称一协调集
4

是极大的%当且仅当%对任

意公式
"

%若
"=4

则
4%

7

"

8是不协调的'

引理 ( 4令
45

L)+7" !

#

A

& 且
"'

L)+7

"!

#

A

&' 那么%

"(&如果有
4

-

"1

q

"

%那么有
4

是不协

调的1

"!&如果
4

是不协调的%那么存在公式
"

使

得
4

-

"1

q

"

1

"*&

4

-

"

%当且仅当%

4%

7q

"

8是不协调的1

"6&如果
4

是极大协调的且
"=4

%那么
4%

7

"

8

-

"1

q

"

1

""&如果
4

是极大协调的且
"=4

%那么
4%

7

"

8

-

p

"

'

引理 ! 4若
4

是极大协调的%

45

L)+7

+6
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"!

#

A

&%

"

%

#'

L)+7"!

#

A

&%则!

"(&

4

-

"

%当且仅当%

"'4

1

"!&若
"'4

%则q

"=4

1若q

"'4

%则
"=4

1

"*&

"'4

或q

"'4

1

"6&若
-

"

%则
"'4

1

""&若
"

%

"

*

'4

%则p

"=4

1若p

"

%

"

*

'4

%

则
"=4

1

"1&若
"'4

%

"6# '4

%则
# '4

1

"2&若
"

*

'4

%则
"=4

或p

"=4

1

"+&若
"

*

'4

%则"p

"

&

*

'4

'

引理 *4如果
4

是极大协调的%那么!

"(&若
"'4

%则p

"=4

1

"!&若
"'4

且"p

"

&

=4

%则"pp

"

&

'4

1若

"=4

且"p

"

&

'4

%则"pp

"

&

=4

1

"*&若
"

*

%"

"6#

&%"

"6

p

#

&

'4

%则
"=4

1

"6&

"6# '4

%当且仅当%

"=4

或
# '4

1

""&

"1

q

# '4

%当且仅当%

"'4

且
# '4

1

"1&

".# '4

%当且仅当%

"'4

或
# '4

1

"2&若
"

*

%

#

*

'4

%则"

"6#

&

*

%"

"1

q

#

&

*

%

"

".#

&

*

%"p

"

&

*

'4

1

"+&p"

"1

p

"

&

'4

'

证明!引理 ("(&到 *"1&都是 T

(

3定理%因而

也都是 T(8

3定理1下面证明定理 * 的 " 2&和

"+&,,,

首先%证明"2&是T

(

8

3定理!

! "

*

%

#

*

'4

% ')F)%

"

*

1#

*

'4

"假定&

" 4

-

"

*

1#

*

"

!

% 定理 !"(&&

#

-

"

*

1#

*

<

"

"1#

&

*

1

"

"7#

&

*

1

"

"<#

&

*

"公理"(6&&

$ 4

-

"

"1#

&

*

1

"

"7#

&

*

1

"

"<#

&

*

"

#

% 定理 !"!&&

%

"

"1#

&

*

1

"

"7#

&

*

1

"

"<#

&

*

'4

"

$

% 引理 !"(&&

&

"

"1#

&

*

% "

"7#

&

*

% "

"<#

&

*

'4

"

%

% 引理 *""&&

类似地%根据公理"("&和"(1&易证"2&的其

余部分'

其次%证明"+&是T

(

8

3定理!

!

-

p"

"1

p

"

& "公理"(#&&

" 4

-

p"

"1

p

"

& "

!

% 定理 !"!&&

#

p"

"1

p

"

&

'4

"

"

% 引理 !"(&&

引理 64"极大协调集扩充引理&任一协调集

都可以扩充成极大协调集'

证明!令
4

是一个协调的集合%并且令)

"

(

%

"

!

% .%

"

E

% .*是L)+7"!

#

A

&中所有公式的一个

排列%定义集合序列 )

4

#

%

4

(

%

4

!

% .%

4

E

% .*

如下!

4

#

e

4

1

4

E

h

(

e

4

E

%

7

"

E

8%若
4

E

%

7

"

E

8是一个协调集

4

0

%

7q#

E

8%否则{
令

4

l

e

%

7

4

E

kE

'7

8%即%

4

l是所有
4

E

的

并1显然有
454

l'

首先%证明
4

l"

%

7

4

E

kE

'7

8&是协调的'

任取
%

l的一个有限子集
&

%即%有限集
&5

%

l1在
&

中找到一个下标最大的公式1然后%在有

限集
&

中%取出下标最大的公式%并将之记为
"

7

1

于是%可以将
&

记为7

"

(

%.%

"

7

81此时%按照
%

7

的构造方式%一定有
"

7

'%

7

1由于%

%

7

e

7

"

(

% .%

"

7

3

!

%

"

7

3

(

8

%

7

"

7

8

e

7

"

(

% .%

"

7

3

!

%

"

7

3

(

%

"

7

8%

即
%

7

包含
"

7

之前的所有公式1所以%

&5%

7

1因

为
&

l

e

7

"

(

% .%

"

7

8%其中下标最大的
"

7

'%

7

%

所以下标小的
"

%

'%

7

"(

/

%s7&1又因%

%

7

5%

l%

所以有
&5%

l1由于有限集
%

7

是协调的%根据有

限集的协调性定义%

%

7

的有限子集
&

也是协调

的1因为
&

的任意性%所以有!任取
%

l的一个有限

子集
&

都是协调的1根据无限集的协调性定义%

因此%就有无限集
%

l是协调的'

其次%证明协调集
4

l"

%

7

4

E

kE

'7

8&是极大

的' 对于任一
"

E

=4

l"即%

"

E

=%

7

4

E

kE

'7

8&%

根据极大协调集的定义% 需要证明
4

l

%

7

"

E

8是

不协调的1于是%只需表明其子集
4

E

h

(

%

7

"

E

8是

不协调的' 根据
4

E

h

(

的定义%有
4

E

h

(

e

4

E

%

7 q

"

E

81因此%易得
4

E

%

7q

"

E

8

%

7

"

E

8是不协调的1

即%

4

E

h

(

%

7

"

E

8是不协调的' 因此%

4

l

%

7

"

E

8也是

不协调的' 因此%协调集
4

l"

%

7

4

E

kE

'7

8&是极

大的'

所以%任一协调集都可以扩充成极大协调集'

令 J?Q是由全体极大协调集组成的集合'

更一般地%对于任一公式集
4

%令 J?Q

4

是由全体

包含
4

的极大协调集组成的集合%记作 J?Q

4

e

7Y

'

J?Q!

45

Y8' 显然%当公式集
4

为空集时%

J?Q

4

e

J?Q1并且%由极大协调集扩充引理可知%

当公式集
4

为协调集时%J?Q

4

不会是空集'

引理 "4

4

-

"

%当且仅当%

"

是 J?Q

4

中任一

极大协调集的元素%即%

5

Y

'

J?Q

4

"

"'

Y&%特别

地%当
4

e

r时%

-

"

%当且仅当%

"

是任意一个极大

$6
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协调集的元素'

证明!

首先%有

4

-

"85

Y

'

J?Q

4

"Y

-

"

& "定理 !"!&&

4

85

Y

'

J?Q

4

"

"'

Y& "引理 !"(&&

其次%有

4 "84%

7q

"

8是协调的 "引理 ("*&&

4

8! :

Y

'

J?Q

4

"

4%

7q

"

8

5

Y& "引理 6&

4

8" :

Y

'

J?Q

4

"q

"'

Y& "

!

&

4

8# :

Y

'

J?Q

4

"

"=

Y& "引理 !"!&&

所以%就有
4

-

";5

Y

'

J?Q

4

"

"'

Y&'

因此%当
4

e

r时%即有
-

";5

Y

'

J?Q

4

"

"'

Y&%即%公式
"

是一个定理%当且仅当%

"

是任意

一个极大协调集的元素'

定义 +4一个典范模型是R

2

e

"c

2

% V

2

% d

2

&%

其中

c

2

e

J?Q1

YV

2

[

;

7

"'

&̀BJ"I

#

R

&!

2"'

Y8

5

[1

d

2

"

2

%Y&

e

(%当
2'

Y时1

#%当
2)

Y时'

{
于是%则有!

YV

2

[

;

7

"'

&̀BJ"I

#

R

&!

2"'

Y8

5

[1

4

;

7

3"'

&̀BJ"I

#

R

&!

"'

[8

5

Y'

引理 14`

2

e

"c

2

%V

2

&是一个T

(

8

3框架'

证明!为证 `

2

e

"c

2

% V

2

&是一个 T

(

8

3框架%

只需证任意典范框架都是T

(

8

3框架%即证所有的

T

(

8

3定理在任意典范框架上有效' 首先%由定义

!易验证%所有 T

(

8

3公理在任一典范框架上有

效' 其次%由定理 2%可知分离规则和必然化规则

在任意典范框架上有效' 因此%任一典范框架都

是T

(

8

3框架1即% `

2

e

"c

2

% V

2

&是一个 T

(

8

3

框架'

引理 24 R

2

e

"c

2

% V

2

% d

2

&是一个 T

(

8

3

模型'

证明!由引理 1 可知% `

2

e

"c

2

% V

2

&是一个

T

(

8

3框架' 引理 * 保证 d

2

满足赋值定义 ! 的

"(&,"+&' 下面验证d

2

满足赋值定义 !的"$&!

!

d

2

"

2"

% Y&

e

( "假设&

4

;2"'

Y " d

2

的定义&

4

85

Yl

'

c

2

"YV

2

Yl

8"'

Yl& " V

2

的定义&

4

85

Yl

'

c

2

"YV

2

Yl

8

d

2

"

"

% Yl&

e

(&

" d

2

的定义&

"5

Yl

'

c

2

"YV

2

Yl

8

d

2

"

"

% Yl&

e

(& "假设&

4

85

Yl

'

c

2

"YV

2

Yl

8"'

Yl& " d

2

的定义&

4

85

Yl

'

c

2

"7

#

!

2#'

Y8

5

Yl

8"'

Yl&

" V

2

的定义&

4

8

7

#

!

2#'

Y8

-

"

"引理 "&

4

8

Y中有
2#

(

% .%

2#

@

%使得

-

#

(

1

.

1#

@

6"

"

4

3可推演定义&

4

8

Y中有
2#

(

% .%

2#

@

%使得

-

2#

(

1

.

12#

@

62"

"定理 6"(&&

已知
2#

(

% .%

2#

@

'

Y%根据引理 *""&则有

2#

(

1

.

12#

@

'

Y

4

82"'

Y "引理 !"1&&

4

8

d

2

"

2"

% Y&

e

( " d

2

的定义&

由
!

和
"

可得% d

2

"

2"

% Y&

e

(

;5

Yl

'

c

2

"YV

2

Yl

8

d

2

"

"

% Yl&

e

(&%因此%d

2

满足赋值定义

!"$&' 所以%R

2

e

"c

2

% V

2

% d

2

&是T

(

8

3模型'

定理 $ 4T

(

8是完全的1即%若
+

T(8

"

%则

-

T(8

"

'

设
+

T

(

8

"

%即令%

"

是T

(

8

3有效的%则有

"

在任意一个T

(

8

3框架上有效

"框架类有效定义&

4

8"

在任意一个T

(

8

3模型上有效

"模型类为真定义&

4

8"

在R

2

中为真 "R

2

是T

(

8

3模型&

4

85

Y

'

J?Q" d

2

"

"

% Y&

e
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"模型为真定义&

4
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Y

'

J?Q"

"'

Y& " d

2

的定义&

4

8

-

T(0

"

"引理 "&

四4弗完全模态逻辑系统T

(

8的扩充

及其逻辑特性

!一"弗完全模态逻辑系统T

(

:

T

(

:的公理模式如下!

"(&T

(

8的全部公理"模式&1

"!&5"(+&

2"63"

'

定理 (#4T

(

:是可靠的%即! 如果
-

T(:

"

%那

么
+

T(:

"

'

#"
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证明!由于T

(

:的全部公理模式包括其模态

特征公理 5(+ 在 T

(

:

3框架上有效%且其推理规

则在任一框架类上有效%易得系统 T

(

:是可

靠的'

引理 +4`

2

e

"c

2

%V

2

&是一个T

(

:

3框架'

证明!证 `

2

是一个 T

(

:

3框架%也即是要证

`

2

是一个持续框架%只需证 `

2

满足!

5

Y"Y

'

c

2

&

8:

Yl"YV

2

Yl&%这等价于需证!

5

Y"Y

'

c

2

&
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Yl"7

"

!

2"'

Y8

5

Yl&'

如果7

"

!

2"'

Y8是协调的%那么根据极大

协调集扩充引理%它总是可以扩充为一个极大协

调集' 设该极大协调集为
4

%

4

属于极大协调集

的集合J?Q"即
4'

c

2

&%并且协调集7

"

!

2"'

Y8又总是
54

%所以就可以将
4

视为Yl'

因此%只需证!7

"

!

2"'

Y8是协调的'

下面%证明7

"

!

2"'

Y8是协调的'

给定前提Y

'

c

2

和公式集7

"

!

2"'

Y8%假

设7

"

!

2"'

Y8是不协调的%则

7

"

!

2"'

Y8中有公式集7

#

(

% .%

#

7

8使得

#

(

1

.

1#

7

-

$1

q

$

"引理 ("!&&

8#

(

1

.

1#

7

-

$

且
#

(

1

.

1#

7

-

q

$

"定理 *"*&&

8

-

#

(

1

.

1#

7

<$

且
-

#

(

1

.

1#

7

6

q

$

"演绎定理&

8

-

2#

(

1

.

12#

7

62$

且
-

2#

(

1

.

1

2#

7

62

q

$

"定理 6"(&&

再由前提
2#

(

% .%

2#

7

'

Y%根据引理 *

""&%则有

2#

(

1

.

12#

7

'

Y

82$'

Y且
2

q

$'

Y "引理 !"1&&

83

q

$'

Y "公理5"(+&%引理 !"1&&

8

q

2$'

Y "定理 6"*&&

因为Y中同时有公式
2$

和公式q

2$

%根据

引理 ("(&易得%Y是不协调的%即 Y

=

c

2

%而 Y

'

c

2

是给定的前提' 因此%假设错误' 于是%7

"

!

2"'

Y8是协调的' 所以% `

2

是一个持续框架%

即%`

2

e

"c

2

% V

2

&是一个T

(

:

3框架'

引理 $4R

e

"c

2

% V

2

% d

2

&是一个T

(

:

3模型'

证明!由引理 + 可知% `

2

e

"c

2

% V

2

&是一个

T

(

:

3框架1又由引理 2 可知d

2

满足赋值定义的

"(&,"$&' 所以%R

2

是一个T

(

:

3模型'

定理 ((4T

(

:是完全的%即!若
+

K (:

"

%则

-

K (:

"

'

证明!类似于定理 $的证明%略'

!二"弗完全模态逻辑T

(

_

T

(

_是在T

(

8的基础上%通过增加模态公理

5"($&

2"6"

得到的'

T

(

_的公理模式如下!

"(&T

(

8的全部公理模式1

"!&5"($&4

2"6"

'

定理 (!4T

(

_是可靠的%即!如果
-

T(_

"

%那么

+

T(_

"

'

证明!由于T

(

_的全部公理"模式&包括其模

态特征公理5"($&在T

(

_

3框架上有效%且其推理

规则在任一框架类上有效%易得系统 T

(

_是可

靠的'

引理 (#4`

2

e

"c

2

% V

2

&是一个T

(

_

3框架'

证明!证 `

2

是一个T

(

_

3框架%也即是要证明

`

2

是一个自返框架%

只需证 `

2

满足!

5

Y

'

c

2

"YV

2

Y&%

这等价于需证!

5

Y

'

c

2

"7

"

!

2"'

Y8

5

Y&'

给定前提Y

'

c

2

和公式集7

"

!

2"'

Y8%设

任意公式
#'

7

"

!

2"'

Y8%

根据定理 !"(&%可得7

"

!

2"'

Y8

-

#

1再根

据定理 ""(&%可得7

"

!

2"'

Y8

-

2#

%于是可得

2#'

Y1由公理5"($&%可得
-

2# <#

1所以根据

引理 !"1&%可得
#'

Y1因为
#

的任意性%因此7

"

!

2"'

Y8

5

Y' 所以% `

2

是一个自返框架%也即%

`

2

e

"c

2

% V

2

&是一个T

(

_

3框架'

引理 ((4 R

2

e

"c

2

% V

2

% d

2

&是一个 T

(

_

3

模型'

证明!由引理 (# 可知% `

2

e

"c

2

% V

2

&是一个

T

(

_

3框架1又由引理 2 可知d

2

满足赋值定义的

"(&,"$&' 所以%R

2

是一个T

(

_

3模型'

定理 (*4T

(

_是完全的%即!若
+

T(_

"

%则

-

T(_

"

'

证明!类似于定理 $的证明%略'

!三"弗完全模态逻辑系统T

(

6

T

(

6是在 T

(

_的基础上%通过增加模态公理

("
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"5"&

2"<22"

得到的'

T

(

6的公理模式如下!

"(&T

(

_的全部公理"模式&1

"!&5"!#&4

2"622"

'

定理 (64T

(

6 是可靠的%即!如果
-

T

(

6

"

%那么

+

T

(

6

"

'

证明!

由于T

(

6 的全部公理"模式&包括其特征公

理5"!#&在T

(

6

3框架上有效%且其推理规则在任

一框架类上有效%易得系统T

(

6是可靠的'

引理 (!4`

2

e

"c

2

% V

2

&是一个T

(

6

3框架'

证明!

证 `

2

是一个T

(

6

3框架%也即是要证明 `

2

是

一个传递框架%

只需证 `

2

满足!
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(
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5

Y
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"Y

(

V

2

Y

!

1
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!

V

2

Y

*

8

Y

(

V

2

Y

*
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这等价于需证!对于
5

Y

(

5

Y

!

5

Y

*

'

c

2
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"

!
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Y

(

8

5

Y

!
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"

!
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Y

!

8

5

Y

*

&

8

"7

"

!
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Y

(

8

5

Y

*
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给定前提
5

Y

(

5

Y

!

5

Y

*

'

c

2

及"7

"

!

2"'

Y

(

8

5

Y

!

&且"7

"

!

2"'

Y

!

8

5

Y

*

&%设任意公式

2"'

Y

(

%

根据公理5"!#&%可得
-

2"622"

1

那么根据引理 !"1&%可得
22"'

Y

(

1由 Y

(

V

2

Y

!

%可得
2"'

Y

!

1

再由Y

!

V

2

Y

*

%可得
"'

Y

*

1

因此%

5

Y

(

5

Y

!

5

Y

*

'

c

2

"Y

(

V

2

Y

!

1

Y

!

V

2

Y

*

8

Y

(

V

2

Y

*

&'

所以% `

2

是一个传递框架%也即% `

2

是一个

T

(

6

3框架'

引理 (*4 R

2

e

"c

2

% V

2

% d

2

&是一个 T

(

6

3

模型'

证明!由引理 (! 可知% `

2

e

"c

2

% V

2

&是一个

T

(

6

3框架1又由引理 2 可知d

2

满足赋值定义的

"(&,"$&' 所以%R

2

是一个T

(

6

3模型'

定理 ("4T

(

6 是完全的%即!若
+

T

(

6

"

%则

-

T

(

6

"

'

证明!类似于定理 $的证明%略'

!四"弗完全模态逻辑系统T

(

^

T

(

^是在 T

(

6 的基础上%通过增加模态公理

"51&

32"<23"

得到的'

T

(

^的公理模式如下!

"(&T

(

6的全部公理"模式&1

"!&5"!(&4

32"623"

'

定理 (14T

(

^是可靠的%即!如果
-

T(^

"

%那么

+

T(^

"

'

证明!由于T

(

^的全部公理"模式&包括其特

征公理5"!(&在T

(

^

3框架上有效%且其推理规则

在任一框架类上有效%易得系统T

(

^是可靠的'

引理 (64`

2

e

"c

2

% V

2

&是一个T

(

^

3框架'

证明!证 `

2

是一个 T

(

^

3框架%也即是要证

`

2

是一个弱有向框架1

只需证 `

2

满足!
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(
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*
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Y
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:

Yl

'

c

2

""7

"

!

2"'
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(
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*
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:
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如果可以证明公式集7
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!

8

%

7
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!
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Y

*

8是协调的%那么根据极大协调集扩充引
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!

8

%

7
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Y

*

8扩充成为一个极大协调集
4

%
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属于极大协
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&%且协调集7
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!

8
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视为 Yl%也即这样的 Yl总是存在的' 所

以%为证 `

2

是一个弱有向框架%只需证公式集
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Y
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也即假设了!

在公式集7

"

!

2"'

Y

!

8中%有
#

(

%.%

#

N

%

并且在公式集7

3"

!

"'

Y

*

8中有
$

(
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'
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也具有可以容纳某些真矛盾的能力!

1比如%弗完

全模态逻辑可以容纳具有
"9

p

"

逻辑形式的真

矛盾' 那么%为什么经典逻辑中不允许真矛盾+

因为公式"

"9

p

"

&

$

#

在经典逻辑中是定理'

该定理的涵义是!如果
"9

p

"

成立%那么任意的

命题
#

就成立"这种结果被弗协调逻辑称作)爆

炸*&' 这就意味着%在一个理论中%如果存在形如

"9

p

"

的陈述%那么以经典逻辑为基础%任意的

陈述都将成立' 于是%从经典逻辑的角度而言%这

样的理论就是全无意义的%或者说是不足道的

"AB'W'?C&' 但是%如果该理论的基础是弗完全逻辑%

*"

!)真矛盾*"%'?CFAHF'?或ABPF.&/AB?%'.A'&/%前者又译)双面真理*&概念最早由普利斯特和卢特雷给出"参见 TB'FLÂ % V&PACFOV)

);/AB&%P.A'&/! K?B?.&/L'LAF/AC&='.L*% 82*$%# !)'%/#% "($+*&66! 6&' 普利斯特和卢特雷的)真矛盾*本来是专指形如
"1

p

"

但对包含它

们的理论无害的)矛盾*%比如%黑格尔的)辩证矛盾*"参见TB'FLÂ ).& /)&2+#$%/2%)&! # 42*$6)-21"2+#&4/)&4%42"&2% !/% F%'A'&/% DQE&B% Z/'>

WFBL'AOTBFLL% !##1% KK)6

3

1&1可将之称作狭义真矛盾' 本文所指的)真矛盾*是一种广义的真矛盾%是对狭义真矛盾概念的扩充1而之所

以把真矛盾概念的指称范围扩大%主要有以下三个原因!第一%根据阿鲁黛的研究%形式悖论(形式和非形式的二律背反(辩证矛盾论题

都无害于包含它们的理论"参见5BBP%?5;))5LPBWFO&EK?B?.&/L'LAF/A*% '/ 5BBP%?5;% 7HP?aP'V% %?7&LA?]75"F%L)&% A#21"7#2%/#,

!)'%/%& !#2%& :7"+%/#% ]&BAH><&CC?/% TPNC'LH'/=7&JK?/O%($+#% KK)*

3

1&' 第二%尽管普利斯特给出了一些形如
"1

p

"

的悖论%并指出悖

论逻辑IT"AHFI&='.&ET?B?%&Q&可以作为解决它们的逻辑基础"见 TB'FLA% )̂)_HFC&='.&EK?B?%&Q*% ()*+&#,)-C1%,)4)@1%/#,!)'%/% ($2$

"+,(&! !*$&%但我们还是认为严格意义的悖论均以能够建构
"9

p

"

为其形式特征' 第三%逻辑系统 IT是普利斯特真矛盾理论的基

础%根据其联结词的逻辑语义"参见TB'FLÂ ))_HFC&='.&EK?B?%&Q*% ()*+&#,)-C1%,)4)@1%/#,!)'%/% ($2$"+,(&! !!1

3

!!2&%可以验证公式

"

"9

p

"

&

$

#

在IT中是无效的' 这也就是说%将真矛盾概念扩大到形如
"9

p

"

但对包含它们的理论无害的)矛盾*%也不会给真矛

盾基础理论带来不一致' 因此%概念)真矛盾*在此处扩大为形如
"1

p

"

或
"9

p

"

%但不会使得理论变为全无意义的)矛盾*'
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这样的结果就不会发生1因为%公式"

"9

p

"

&

$

#

不是弗完全逻辑系统的定理' 由于本文所建立的

弗完全模态逻辑诸系统都是弗完全逻辑T

(

的直接

扩充%因而也就继承了系统T

(

的这种特性'

弗完全模态逻辑继承而来的这种特性主要体

现在推论 !!公式"(*&到"(+&都不是T

(

8

3定理1那

么根据推论 (%这些公式除了不是T

(

8的定理%也

都不是T

(

8扩充系统的定理' 因此%从"

"9

p

"

&

出发%)任何公式"包括模态公式&都成立*的后果

就不会在弗完全模态逻辑系统中发生' 由于严格

意义的逻辑悖论都以能够得到
"9

p

"

为其形式

特征!

%因此%弗完全模态逻辑可以作为与模态词

相关的逻辑悖论的处理方案' 由于必然算子还可

以被解读为认知算子(道义算子(时间算子等等%因

而弗完全模态逻辑实际上具有更广的应用范围'

例如%如果把必然算子解释为)知道*%那么

弗完全模态逻辑就成了弗完全认知逻辑%这种逻

辑可以视作知道者悖论的解决方案1因为知道者

悖论的结果是产生了形如8

"9

p8

"

的公式1而

该结果之所以有害%就是因为公式"8

"9

p8

"

&

$

#

是经典认知逻辑"即%以经典逻辑为基础扩充

而得到的认知逻辑&的定理1这就意味着%如果出

现了知道者悖论%那么任意的命题都将成立' 而

在这种情况下%如果我们的逻辑基础是弗完全认

知逻辑%由于公式"8

"9

p8

"

&

$

#

不再是定理%

所以任何命题都成立的爆炸性结果就不会发生'

当然%我们应该清楚的是%应对认知悖论的弗完全

模态"认知&逻辑方案仅仅是容纳了认知悖论%且

不至于导致所有命题都成立的爆炸性后果的出

现%但这并不意味着实际上解决了认知悖论' 因

此%悖论的弗完全模态"认知&逻辑方案实际上是

容悖方案%而不是解悖方案'

既然没有解决悖论%为什么仍然需要它+ 因

为当人们发现了悖论%很多时候并不能立即将之

解决%而且对于各色悖论%迄今为止人们实际上也

没能给出可以让各方面都满意的解决方案' 而在

完美的解决方案给出之前%如果以经典逻辑为基

础%其结果就是任意命题都成立' 以知道者悖论

为例%就会出现)知道了任意的命题*的后果'

那么%在理论上就不需要做认知探索了%因为我

们已经知道了一切' 但显然%在事实上我们并

没有知道一切' 因此%在真正解决掉认知悖论

之前%我们的逻辑基础不应该是经典认知逻辑'

那么应该是什么呢+ 弗完全模态"认知&逻辑为

我们在这种情况下"即%完美的解悖方案给出之

前(仍存在该悖论的情况下&提供了一个可靠的

逻辑基础%这也许就是弗完全模态逻辑的真正

逻辑价值所在'
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