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集合论作为数学基础的

不充分性困境及其解决

李娜，叶发扬
（南开大学 哲学院，天津 ３００３５０）

摘　要：充分性是衡量一个理论能否作为数学基础的重要标准，其含义是所有数学对象和概念都可以由基础理论得
到解释与定义。公理化集合论ＺＦＣ被广泛接受作为数学的正统基础，但其始终面临着不充分性困境。对于该困境的解
决，大致存在修正和更替两条进路。研究发现，修正原有的作为数学基础的集合论并不能真正解决不充分性困境，诸多

大范畴仍然得不到构造和解释，而用范畴论替换集合论作为数学的基础才是更好的选择。在更替进路下，范畴论不但实

现了对数学实践中几乎所有范畴的构造与解释，还在某种意义上为集合的内在隶属关系提供了成功解释，并且相对于集

合论更具有逻辑自主性。
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　　数学基础问题是数学哲学中的一个重要议
题，尤其是在１９世纪末２０世纪初，整个数学哲学
基本上都在研究数学基础问题。在数学基础的研

究中，哪一种理论理应成为数学的基础理论，这必

然存在相应的选择标准。虽然关于数学基础的标

准并未真正达成共识，但其中的一致性、完全性以

及充分性似乎是所有经典数学基础主义者①都共

同接受的。众所周知，由策梅洛（Ｅ．Ｚｅｒｍｅｌｏ）、弗
兰克尔（Ａ．Ｈ．Ｆｒａｅｎｋｅｌ）等人创立的公理化集合
论ＺＦＣ被广泛接受作为数学的基础，但其实质上
面临诸多困境。其中大家关注度最高、研究最多

的是一致性与独立性问题。具体而言，哥德尔

（Ｋ．Ｇｄｅｌ）的第二不完全性定理表明，ＺＦＣ的一
致性无法通过自身得到证明；而且 ＺＦＣ也是不完
全的，在其中存在诸如连续统假设 ＣＨ等独立性
命题。ＺＦＣ所面临的一致性和独立性困境挑战着
集合论的数学基础地位。然而，在 ＺＦＣ中，实际
上还存在着另一个更大的挑战，即其作为数学基

础的不充分性。所谓的不充分性可以简单地理解

为，并非所有的数学对象或概念都能由基础理论

解释和定义。在本文中，我们将探究集合论作为

数学基础所面临的不充分性困境以及不同进路下

的解决方案。

一　集合论作为数学基础的不充分性
困境

关于数学基础的充分性问题，学者们进行了

不同程度的研究。费弗曼（Ｓ．Ｆｅｆｅｒｍａｎ）明确将充
分性作为为范畴论寻找基础的一条标准，他基于

当时数学中的范畴实践，列出了一个数学基础所

要解释的三类对象：

（Ｒ１）允许我们构造给定类型的所有结构的
范畴，如所有群的范畴Ｇｒｐ、所有拓扑空间的范畴
Ｔｏｐ和所有范畴的范畴Ｃａｔ。

（Ｒ２）允许我们构造从 Ａ到 Ｂ的所有函子的

９３

①
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为非经典数学寻找基础的问题，如模糊集合论可能为模糊数学提供基础。但是，非经典数学及其基础问题并非本文的研究对象。
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范畴［Ａ，Ｂ］①，其中Ａ和Ｂ是任意范畴。
（Ｒ３）允许我们确立通常的基本数学结构的

存在，并进行通常的集合论运算②。

根据上述标准，如果一个数学基础无法解释

这些对象，它就是不充分的。

相较于费弗曼，贝纳布（Ｊ．Ｂéｎａｂｏｕ）不仅明
确将充分性作为数学基础的标准，而且还将其置

于一致性之上。事实上，无论是在经验科学抑或

非经验科学中，一致性都理应是检验一个经典理

论的首要标准。因为根据爆炸原理（其形式为⊥
├φ，其中⊥表示矛盾命题），从矛盾的系统将推导
出任意命题，这个系统将是无意义的、平凡的，进

而也是不值得研究的。同样，作为数学基础的理

论系统也必须满足一致性。１９世纪末 ２０世纪
初，由集合论悖论引发的数学基础危机，以及由此

展开的一系列拯救数学基础的活动，都充分说明

了一致性在数学基础中的重要地位。但在贝纳布

看来，数学基础的充分性比一致性更重要。他指

出：“如果以一种满意的方式实现了充分性，那么

一致性应该是一个副产品（ｂｙｐｒｏｄｕｃｔ）。”③当然，
他之所以坚持这种观点，也许是因为长期的实践

表明，虽然诸如ＺＦＣ这样的数学基础的一致性证
明在数学上难以实现，但我们始终存在化解矛盾

的方法，因此，矛盾似乎并不可怕。

除明确将充分性作为数学基础的标准之外，

有些学者还用其他概念表达了充分性的内容。例

如，麦蒂（Ｐ．Ｍａｄｄｙ）的极大化场域（ｇｅｎｅｒｏｕｓａｒｅ
ｎａ）④，实际上表明所有的数学都可以嵌入基础理
论中，所有的数学对象都可以解释为基础理论的

对象。再如，斯蒂尔（Ｊ．Ｒ．Ｓｔｅｅｌ）提出的数学基础
的最大化解释力（ｍａｘｉｍｉｚｅｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｖｅｐｏｗｅｒ）也
是充分性的替代阐释。他认为有必要实现数学的

统一，而发挥统一作用的基础理论理应具有最大

化解释力。他说：“我们的框架理论的目标是最

大化解释力，以提供一种语言和理论，使我们今天

以及未来的所有数学都可以在其中得到发展。”⑤

由上可见，数学基础的充分性标准不仅很重

要，而且一定程度上超越了一致性。我们甚至可

以说，衡量一个数学基础是否合适的第一标准是

充分性。那么在作为数学基础的集合论中，ＺＦＣ
的充分性如何体现？其是否满足充分性标准呢？

关于 ＺＦＣ作为数学基础在充分性上的体现，
可见于各类集合论著述中。如恩德顿（Ｈ．Ｂ．Ｅｎ
ｄｅｒｔｏｎ）在《集合论要素》中说：“有时也有人说，
‘数学可以嵌入到集合论中’。这意味着数学对

象（如数和可微函数）可以被定义为特定的集

合。”⑥又如莫绍瓦基斯（Ｙ．Ｍｏｓｃｈｏｖａｋｉｓ）在《集合
论注释》中陈述集合论的基础作用时说：“同时，

公理集合论通常被视为数学的基础：据称所有的

数学对象都是集合，并且它们的性质可以从相对

较少而优雅的集合公理中推导出来。”⑦概而言

之，ＺＦＣ的充分性意指所有的数学对象都可以视
作某个特定的集合，所有的数学概念都可以由集

合概念定义。但是，这种充分性似乎难以达到，面

临着不充分性困境。

在充分性问题上，ＺＦＣ首先要面对的是朴素
集合论中存在的“大集合”，如序数集、基数集、罗

素（Ｂ．Ｒｕｓｓｅｌｌ）集等，这些“大集合”后来被称为
“真类”。在不同阶段，朴素集合论与ＺＦＣ都扮演
了数学基础的角色。在朴素集合论作为数学基础

时，真类实质上已隐藏其中。在悖论被发现后，

ＺＦＣ作为一种修正方案，其对象都是良基集合，否
定了真类的存在。抛开一致性问题，我们发现无
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论真类存在与否都不影响集合论的基础地位。其

中最重要的原因或许是，当时的大部分数学实践

似乎并未涉及真类，只需诉诸集合概念就可以构

建整个经典数学大厦。虽然基于当时的数学实践

ＺＦＣ暂时实现了充分性，但其必须面对真类将来
成为合法数学对象的可能性。这种可能性实质上

已从两个方面被揭示出来。一方面，根据康托尔

（Ｇ．Ｃａｎｔｏｒ）的造集原则，真类似乎是一个合法的
可能的数学对象。另一方面，在不同的解悖方案

中，虽然 ＺＦＣ不承认真类的存在，但 ＮＢＧ（ｖｏｎ
ＮｅｕｍａｎｎＢｅｒｎａｙｓＧｄｅｌ）、ＭＫ（ＭｏｒｓｅＫｅｌｌｅｙ）等集
合论系统却承认了它的合法性。换言之，已有研

究者将真类作为一个合法的数学对象看待。但既

然真类是一个可能的合法数学对象，而 ＺＦＣ所描
述的对象中并不包含真类。因此，ＺＦＣ自创立之
初就面临着随时被不充分性问题挑战的可能。

如果说集合论中的真类对象只是使 ＺＦＣ可
能遭遇不充分性挑战，那么结构主义的兴起和范

畴思想的出现则将这种可能性转化成了必然性。

随着数学实践的不断深入，数学哲学家与数学家

们发现对象之间的关系或结构才是数学研究的本

质，结构主义认为数学就是关于结构的科学。在

结构主义视域下，谈论单独的个体是毫无意义的，

我们研究的是作为整体的结构。基于此，真类等

诸多为 ＺＦＣ所不能刻画的大范畴不断涌现。常
见的有：所有集合的范畴 Ｓｅｔ，所有群的范畴
Ｇｒｐ，所有拓扑空间的范畴 Ｔｏｐ，等等。这些大范
畴挑战着集合论的基础性地位，具言之，它们挑战

了ＺＦＣ作为数学基础的充分性。
对于集合论作为数学基础的不充分性困境，

大致有两种解决思路：一是不承认新数学对象的

合法性，二是修正集合论以使其能够刻画新对象。

显然，第一种思路是行不通的，因为真类等大范畴

已在数学中广泛存在并被应用。所以，我们只能

选择第二种思路，这似乎也是数学基础主义者的

共同选择。第二种思路中的“修正”包含三重意

义———改正错误、扩张与更替①，其中更替实际上

是一种激烈的修正，不同于一般意义上的修正。

因此，我们将改正错误和扩张统归到修正，并把更

替从中独立出来。基于此，我们形成了基于修正

和更替意义上的两条解决进路的认识。

二　修正意义下的解决进路
在修正进路下解决集合论作为数学基础之不

充分性困境的方案，实际上已为学者们所充分研

究。费弗曼、舒尔曼（Ｍ．Ａ．Ｓｈｕｌｍａｎ）以及巴顿
（Ｎ．Ｂａｒｔｏｎ）等都做了不同程度的分析与评介工
作，其中舒尔曼的工作尤为详尽全面。在舒尔曼

的《范畴论的集合论》一文中，他论及一些并不常

见或我们不熟悉的方案，如涉及反射原理和不可

达基数的理论 ＺＦＣ／Ｓ和 ＺＭＣ／Ｓ②。具体而言，令
Ｓ是一个常元符号，ＺＦＣ／Ｓ是在 ＺＦＣ中添加如下
两条公理形成的：

（１）Ｓ是传递的，且对子集封闭。
（２）反射原理：对于任意语句 φ，ｘ１∈

Ｓ…ｘｎ∈Ｓ（φ（ｘ１，…，ｘｎ）φ
Ｓ（ｘ１，…，ｘｎ））。

而ＺＭＣ／Ｓ则是在 ＺＦＣ／Ｓ的基础上增加如下
公理形成的：

Ｓ是一个格罗滕迪克域（Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋｕｎｉ
ｖｅｒｓｅ）③。

当然，由于这些理论在数学基础史上发挥的

作用并不大，研究者甚少，因此我们在此不做过多

的论述与评价。相较而言，学者们主要聚焦于我

们较为熟悉且重要的ＮＢＧ、ＭＫ和格罗滕迪克域。
因此，我们着重探究这几种方案在充分性问题上

的表现。

首先将真类范畴作为数学对象进行看待的理

应归功于冯·诺依曼（Ｊ．ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ），他认为
导致集合论悖论的根本原因不在于真类的存在，

而是将真类作为其他集合或类的元素。因此，他

建立了能够刻画集合和真类的公理集合论系统。

后来，贝奈斯（Ｐ．Ｂｅｒｎａｙｓ）和哥德尔等人进行了
一定的改造，由此形成了我们所熟知的 ＮＢＧ系
统。从数学基础的充分性来看，ＮＢＧ除了可以构
造小范畴，还能构造大范畴。舒尔曼指出，ＮＢＧ
使我们对类的构造更容易。例如，我们可以构造

一个大范畴的幂等分裂（ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｐｌｉｔｔｉｎｇ），令

１４

①

②

③

这里所述的“修正”概念的基本涵义，参考了任晓明和桂起权关于逻辑可修正性的相关观点与论述。具体详见任晓明，桂起权：

《非经典逻辑系统发生学研究：兼论逻辑哲学的中心问题》，南开大学出版社２０１１年版，第３４—３７页。
ＳｈｕｌｍａｎＭＡ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙｆｏｒＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ”，ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ｐｄｆ／０８１０．１２７９．ｐｄｆ．
关于格罗滕迪克域的具体内容将在本节的后续部分进行介绍。
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Ａ是一个大幺半范畴（ｍｏｎｏｉｄａｌｃａｔｅｇｏｒｙ），我们可
以构造一个严格幺半地等价于Ａ的幺半范畴。当
然，ＮＢＧ也存在缺陷，其中最大的问题在于数学
归纳法的失效。舒尔曼继续指出，为了恢复数学

归纳法，我们可以选择采用一个ＮＢＧ的变形版本
ＭＫ。但ＭＫ也不能完全满足大范畴的构造。例
如，我们只能构造出部分函子范畴，就范畴Ａ到范
畴Ｂ的函子范畴［Ａ，Ｂ］而言，我们可以构造出 Ａ
为小范畴时的函子范畴，但无法构造出 Ａ为大范
畴时的函子范畴①。

解决大范畴问题的另一个重要方法是格罗滕

迪克域，“我们可以等价地定义格罗滕迪克域为

一个满足传递性（ｘ∈ｙ∈Ｕ蕴涵 ｘ∈Ｕ），并在对
集、幂集和索引并下封闭的集合 Ｕ”②。相较于
ＮＢＧ和ＭＫ，其能够构造出更多的大范畴，就函子
范畴而言，对于 Ｕ中的任意两个大范畴 Ａ和 Ｂ，
我们可以形成函子范畴［Ａ，Ｂ］，而不存在对Ａ的
限制。另外，假设存在不可达基数κ，我们可以构
造任意的大范畴 Ａ的预层范畴（ｐｒｅｓｈｅａｆｃａｔｅｇｏ
ｒｙ）［Ａｏｐ，Ｓｅｔ］以及内函子范畴（ｅｎｄｏｆｕｎｃｔｏｒｃａｔｅ
ｇｏｒｙ）［Ａ，Ａ］等等③。但是，我们应该认识到，格
罗滕迪克域假设了不可达基数，而不可达基数的

存在依赖于包含大基数公理在内的强公理系统，

然而对于大基数公理的公理身份及其辩护标准

（内在辩护与外在辩护）尚存较大争议④。如果大

基数公理不被接受，那么格罗滕迪克域的充分性

目标将难以实现。而且即使接受不可达基数的存

在，也无法完全实现充分性。麦克莱恩（Ｓ．Ｍａｃ
Ｌａｎｅ）所述之事实为此提供了佐证：“使用域，所
有的函子范畴都存在，但不存在所有群的

范畴。”⑤

如前文所述，这三种方案已得到部分学者的

充分研究，在此，我们主要对舒尔曼的研究做了一

些介绍。值得注意的是，２０１９年巴顿和弗里德曼
（Ｓ．Ｄ．Ｆｒｉｅｄｍａｎ）基于对 ＮＢＧ、ＭＫ以及格罗滕迪
克域的分析，提出了一种新的修正方案，但尚未获

得应有的关注，我们在此做一些基本的讨论。

基于当前的结构主义数学实践，巴顿和弗里

德曼指出集合论提供了太多的非同构信息。因

此，他们试图通过对集合论的修正，使其能够提供

相应的结构信息⑥。具体而言，他们基于一个基

本的结构概念，将结构中的对象视为无特征的点，

称其为本元（ｕｒｅｌｅｍｅｎｔ），进而建立一个带结构的
关于集合和类的公理理论。他们首先建立了一个

带结构的集合理论ＺＦＣＳ，包括如下公理：
（１）集合论的常见公理：配对公理、并集公

理、幂集公理、分离公理、选择公理、外延公理、无

穷公理、收集公理。

（２）集合公式—基础公理：如果某个公式对
某个集合成立，那么存在一个与所有满足该公式

的其他集合不相交的集合，该公式也对该集合

成立。

（３）每一个结构 的 域 都 是 一 个 集 合：
ｓｘａ（Ｕ（ｓ，ａ）ａ∈ｘ）。

（４）反本元集合公理：不存在包含所有本元
的集合⑦。

在这些公理中，就结构视角而言，我们需要重

点关注的是（３）和（４）。公理（３）将给定结构的
域视为集合，从而将结构中的对象视作集合的元

素，基于此公理我们就可以利用集合论的原理与

方法来分析结构的性质与关系。公理（４）的目的
如巴顿和弗里德曼所说，假设反本元集合公理是

为了避免限制可用结构的大小，表明集合论也能

传达结构信息，使集合论更符合结构主义，同时也

２４

①

②

③

④

⑤

⑥

⑦

ＳｈｕｌｍａｎＭＡ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙｆｏｒＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ”，ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ｐｄｆ／０８１０．１２７９．ｐｄｆ．
ＳｈｕｌｍａｎＭＡ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙｆｏｒＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ”，ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ｐｄｆ／０８１０．１２７９．ｐｄｆ．
ＳｈｕｌｍａｎＭＡ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙｆｏｒＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ”，ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ｐｄｆ／０８１０．１２７９．ｐｄｆ．
寇亮：《实在论视角下的大基数》，《逻辑学研究》２０２３年第２期。
ＭａｃＬａｎｅＳ．“ＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＡｌｇｅｂｒａａｎｄＳｅｔＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ”，ｉｎＳｃｏｔｔＤＳ（ｅｄ．）．ＡｘｉｏｍａｔｉｃＳｅｔＴｈｅｏｒｙ．Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ：Ａｍｅｒｉｃａｎ

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９７１，ｐ．２３５．
巴顿和弗里德曼所理解的充分性似乎比我们所说的充分性内涵更宽泛，其不仅涉及对象解释的充分性，还包括信息提供的充分

性。在信息充分性方面，他们强调集合论作为数学基础应该且能够提供相应的结构信息。

ＢａｒｔｏｎＮ，ＦｒｉｅｄｍａｎＳＤ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ”，ｉｎＣｅｎｔｒｏｎｅＳ，ＫａｎｔＤ，ＳａｒｉｋａｙａＤ（ｅｄｓ．）．ＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＭａｔｈｅ
ｍａｔｉｃｓ：ＵｎｉｖａｌｅｎｔＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ，ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＧｅｎｅｒａｌＴｈｏｕｇｈｔｓ．Ｃｈａｍ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１９，ｐ．２４５．需要说明的是，这里的公理并非照搬原文，而
是在内容不变的情况下进行了糅合。
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有利于基数的比较以及研究同构不变性①。

显然，ＺＦＣＳ不足以处理真类对象，因此他们
基于ＺＦＣＳ进一步构建了带结构的类理论 ＮＢＧＳ。
具体而言，它是在 ＺＦＣＳ的基础上增加两条关于
类的公理形成的：

（１）类外延公理：Ｘｎ和Ｘｍ是相等的，当且仅
当它们有相同的成员。

（２）直谓的类概括公理：
Ｘｕｓｘ（（φ（ｕ）ｕ∈Ｘ）∧（ψ（ｓ）ｓ

∈Ｘ）∧（χ（ｘ）ｘ∈Ｘ））
其中ｕ是本元变元，ｓ是结构变元，ｘ是集合

变元，在φ，ψ和χ中没有类量词，并且φ，ψ和χ分
别对于ｕ、ｓ和ｘ是自由的②。

从数学基础的充分性来看，ＮＢＧＳ和 ＮＢＧ一
样能够实现对小范畴和部分大范畴的构造，但大

范畴之间的大小都是相同的。然而，在范畴实践

中，数学家们进一步区分了大范畴的大小。而且

这种区分是非常有必要的，尤其是对于范畴论学

者经常提及的最早由弗雷德（Ｐ．Ｆｒｅｙｄ）提出并证
明的伴随函子定理（ａｄｊｏｉｎｔｆｕｎｃｔｏｒｔｈｅｏｒｅｍ），该定
理在一定条件下保证了伴随函子的存在。另外，

巴顿和弗里德曼还指出该理论所基于的结构概

念，同构在其中被理解为一种双射关系。因此，非

函数式的范畴和非双射的结构相似性概念在其中

得不到刻画③。就非函数式范畴而言，如同伦范

畴（ｈｏｍｏｔｏｐｙｃａｔｅｇｏｒｙ），其对象是拓扑空间，态射
（ｍｏｒｐｈｉｓｍｓ）是连续映射；圈范畴（ｌｏｏｐｃａｔｅｇｏｒｙ），
其对象是拓扑空间中的点，而态射是点之间的连

续路径。如此之非函数式范畴还有很多。也就是

说，ＮＢＧＳ实质上也面临不充分性困境。
从结构信息的表达上看，虽然 ＮＢＧＳ通过添

加关于结构的公理，确实能在一定程度上提供结

构信息，但在结构表达上仍然存在诸多不足。例

如，巴顿和弗里德曼似乎表明基数是否具有结构

属性仍然值得商榷，更重要的是，ＮＢＧＳ似乎不是
表达结构的最佳方式。在为作为数学基础的集合

论辩护时，巴顿和弗里德曼强调至少可以做两件

事情：“１．我们可以说，尽管范畴论学家尽了最大
的努力，集合论仍然是讨论数学结构的最佳基础。

２．稍微弱一点，我们可以声称，尽管存在很多相反
的观点，但集合论仍然是有趣的基础，因为它有很

多关于数学结构的信息。”④在强弱两种不同的辩

护进路上，他们最终选择基于弱意义进路为集合

论进行辩护。之所以做出这样的选择，显然是认

识到了集合论虽然可以提供关于数学的结构信

息，但其并非是结构数学的最佳基础。同时，他们

还隐晦地承认了范畴论在解释数学结构上的适当

性。因此，接下来我们重点探究更替意义下的解

决进路，即以范畴论作为数学基础的进路。

三　更替意义下的解决进路
由于修正进路无法真正解决集合论作为数学

基础的不充分性困境，因此用范畴论替代集合论

的更替进路似乎才是更恰当的选择。在更替进路

下，我们需要阐明两件事情。一是证明范畴论能

够解决集合论作为数学基础的不充分性困境，为

所有经典数学的范畴提供解释。但这只能表明范

畴论作为数学基础的充分性，并未表达出“更替”

的真正内涵。“更替”不同于“修正”，修正是基于

原有理论的错误改正或扩张，它仍以原来的理论

或理论中的概念为基础，而更替则强调用一个全

新的理论取代原有理论，不诉诸原有理论及其概

念。因此，要表明范畴论对集合论的更替，尚需阐

明第二件事情，即范畴论相对于集合论的自主性。

换言之，范畴论并未在任何维度上依赖于集合论

及其概念，否则范畴论虽然实现了充分性，但其仍

然间接建基于集合论之上。在本节中，我们先阐

明范畴论作为数学基础的充分性，下一节再论证

其自主性。

结构主义认为数学是关于结构的科学，数学

家在数学实践中关心的是数学对象之间的结构，

３４

①

②

③

④

ＢａｒｔｏｎＮ，ＦｒｉｅｄｍａｎＳＤ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ”，ｉｎＣｅｎｔｒｏｎｅＳ，ＫａｎｔＤ，ＳａｒｉｋａｙａＤ（ｅｄｓ．）．ＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＭａｔｈｅ
ｍａｔｉｃｓ：ＵｎｉｖａｌｅｎｔＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ，ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＧｅｎｅｒａｌＴｈｏｕｇｈｔｓ．Ｃｈａｍ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１９，ｐ．２４６．

ＢａｒｔｏｎＮ，ＦｒｉｅｄｍａｎＳＤ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ”，ｉｎＣｅｎｔｒｏｎｅＳ，ＫａｎｔＤ，ＳａｒｉｋａｙａＤ（ｅｄｓ．）．ＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＭａｔｈｅ
ｍａｔｉｃｓ：ＵｎｉｖａｌｅｎｔＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ，ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＧｅｎｅｒａｌＴｈｏｕｇｈｔｓ．Ｃｈａｍ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１９，ｐｐ．２４６－２４７．

ＢａｒｔｏｎＮ，ＦｒｉｅｄｍａｎＳＤ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ”，ｉｎＣｅｎｔｒｏｎｅＳ，ＫａｎｔＤ，ＳａｒｉｋａｙａＤ（ｅｄｓ．）．ＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＭａｔｈｅ
ｍａｔｉｃｓ：ＵｎｉｖａｌｅｎｔＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ，ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＧｅｎｅｒａｌＴｈｏｕｇｈｔｓ．Ｃｈａｍ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１９，ｐｐ．２５０－２５１．

ＢａｒｔｏｎＮ，ＦｒｉｅｄｍａｎＳＤ．“ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ”，ｉｎＣｅｎｔｒｏｎｅＳ，ＫａｎｔＤ，ＳａｒｉｋａｙａＤ（ｅｄｓ．）．ＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＭａｔｈｅ
ｍａｔｉｃｓ：ＵｎｉｖａｌｅｎｔＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ，ＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｎｄＧｅｎｅｒａｌＴｈｏｕｇｈｔｓ．Ｃｈａｍ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１９，ｐ．２３４．
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研究同构下的结构不变量。结构主义的创立者布

尔巴基（Ｎ．Ｂｏｕｒｂａｋｉ）学派甚至认为，数学就是一
个庞大的结构网络，由代数结构、序结构和拓扑结

构三大母结构经过运算与复合而成。然而，范畴

论为结构数学的研究提供了统一的语言和框架，

所有的结构几乎都可以解释为范畴。具言之，将

结构中的对象解释为范畴中的对象，将结构中的

关系与性质解释为范畴中的态射。因此，就如同

集合论基础主义者认为数学本质上是研究集合一

样，范畴论基础主义者完全可以声称数学本质上

研究的是范畴。以集合为研究对象发展起来的专

门理论是集合论，而以范畴为对象的专门理论则

是范畴论。

具体而言，范畴论是一门研究结构的数学理

论，由艾伦伯格（Ｓ．Ｅｉｌｅｎｂｅｒｇ）和麦克莱恩所创
立。一个范畴由对象和态射两个部分组成，态射

之间具有复合和恒等关系，同时满足结合律和恒

等律。如我们经常提及的范畴，所有集合的范畴

Ｓｅｔ，其对象是集合，而态射是集合之间的函数关
系；所有群的范畴 Ｇｒｐ，其对象是群，态射是群同
态；所有拓扑空间的范畴 Ｔｏｐ，其对象是拓扑空
间，态射是连续映射；所有环的范畴Ｒｉｎｇ，其对象
是环，态射是环同态。由于范畴论是研究数学结

构的理论，因此，虽然关于结构主义存在不同的解

释路径，但范畴结构主义认为范畴论才是最适合

结构主义的数学框架①。基于此，范畴论被提议

作为数学的基础。当然真正被提议作为数学基础

的并非是上述抽象的范畴论，而是基于抽象范畴

论，通过添加额外的新公理而得到的具体的范畴

理论。例如，由范畴论基础主义者劳威尔（Ｆ．Ｗ．
Ｌａｗｖｅｒｅ）所公理化的两个重要的具体范畴理论：
集合范畴的初等理论 ＥＴＣＳ② 和范畴的范畴理论
ＣＣＡＦ③。

在范畴论中，集合被刻画成了小范畴，而真类

被刻画成了大范畴，如上所述的 Ｓｅｔ、Ｇｒｐ、Ｒｉｎｇ、
Ｔｏｐ等都是真正意义上的大范畴，其解决了 ＺＦＣ

在充分性上的真类范畴问题。此外，基于已有的

范畴我们还可以构造诸多新范畴，如对偶范畴、乘

积范畴等。以乘积范畴为例，给定任意两个范畴

Ａ和Ｂ，我们可以构造乘积范畴Ａ×Ｂ，使其满足
ｏｂ（Ａ×Ｂ）＝ｏｂ（Ａ）×ｏｂ（Ｂ），（Ａ×Ｂ）（（ａ，ｂ），
（ａ′，ｂ′））＝Ａ（ａ，ａ′）×Ｂ（ｂ，ｂ′），其中ａ、ａ′是Ａ中
的对象，ｂ、ｂ′是 Ｂ中的对象。由此可见，乘积范
畴 Ａ×Ｂ的对象是范畴Ａ的对象与范畴Ｂ的对象
的乘积，而Ａ×Ｂ的态射是范畴Ａ的态射与范畴Ｂ
的态射的乘积。更具体地说，范畴 Ａ×Ｂ中的对
象是序对 （ａ，ｂ），其态射是序对 （ｆ，ｇ），其中 ｆ：
ａ→ａ′是Ａ中的态射，而ｇ：ｂ→ｂ′是Ｂ中的态射④。
尤为重要的是，基于基本的范畴我们可以定义和

构造函子与自然变换，这也是当初艾伦伯格和麦

克莱恩定义范畴概念并发展范畴论的根源。如果

以范畴为对象，范畴之间的态射则被称为函子。

令Ａ和Ｂ是两个范畴，称Ｆ：Ａ→Ｂ是从范畴Ａ到
范畴Ｂ的函子。就遗忘函子（ｆｏｒｇｅｔｆｕｌｆｕｎｃｔｏｒ）的
构造而言，例如，“存在一个函子Ｒｉｎｇ→Ｓｅｔ，其遗
忘了环上的环结构，并且（对于任意的域 κ）存在
一个函子Ｖｅｃｔκ→Ｓｅｔ，其遗忘了向量空间上的向
量空间结构。”⑤进一步地，如果以函子为对象，可

以继续定义和构造自然变换，我们将函子之间的

态射称为自然变换。令Ａ和 Ｂ是两个范畴，并且
令Ｆ，Ｇ：Ａ→Ｂ是两个函子，称μ：Ｆ→Ｇ是从函子
Ｆ到Ｇ的自然变换。

实际上，基于由ＥＴＣＳ构造的集合范畴Ｓｅｔ已
经能够发展出几乎所有数学，但是在真实的范畴

实践中，范畴论学家还会考虑范畴的范畴，而这些

高维范畴的构造与解释则需要以 ＣＣＡＦ为基础。
关于ＣＣＡＦ作为数学基础的充分性，劳威尔已做
了明确考虑，他旨在为所有范畴的构造与解释提

供基础。他说：“事实上，作者认为，获得满足这

些要求的基础的最合理的方法是，简单地写下描

述直观构思的所有范畴的范畴所具有的性质的公

理，直到获得一个直观充分的列表，这就是下述理

４４

①

②

③

④

⑤

杨睿之：《结构主义是一种有效的数学哲学吗？》，《逻辑学研究》２０２０年第４期。
ＬａｗｖｅｒｅＦＷ．“ＡｎＥｌｅｍｅｎｔａｒｙＴｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅＣａｔｅｇｏｒｙｏｆＳｅｔｓ”，ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９６４，５２（６）：１５０６－

１５１１．
ＬａｗｖｅｒｅＦＷ．“ＴｈｅＣａｔｅｇｏｒｙｏｆＣａｔｅｇｏｒｉｅｓａｓａＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ”，ｉｎＥｉｌｅｎｂｅｒｇＳ，ＨａｒｒｉｓｏｎＤＫ，ＭａｃＬａｎｅＳ，ｅｔａｌ．（ｅｄｓ．）．

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＡｌｇｅｂｒａ．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９６６，ｐｐ．１－２０．
ＬｅｉｎｓｔｅｒＴ．ＢａｓｉｃＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２０１４，ｐ．１６．
ＬｅｉｎｓｔｅｒＴ．ＢａｓｉｃＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２０１４，ｐ．１８．
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论的基本原理。”①因此，ＥＴＣＳ和 ＣＣＡＦ理论上足
以实现其基础性目标，也真正解决了集合论作为

数学基础的不充分性困境。当然，根据范畴的构

造逻辑，以范畴为基点，我们可以继续构造范畴的

范畴，范畴的范畴的范畴，以此类推。最后我们会

自然地构造出一个收集，即“所有范畴的范畴”

ＣＡＴ②，其如同集合论中的全集“所有集合的收
集”，即集合论全域Ｖ。根据 ＺＦＣ中的基础公理，
所有的集合都是非自属的或良基的，即 Ｖ中的集
合都是非自属集。按照罗素集Ｒ＝｛ｘ｜ｘｘ｝的
构造形式，我们可以以显示 Ｖ中的对象之性质的
形式构造为Ｖ＝｛ｘ｜ｘｘ｝。由此可见，全集实际
上就等同于罗素集。然而，已有的证明已然表明

罗素集Ｒ不是集合，如果 Ｒ是集合，会导致罗素
悖论。因此，Ｖ也不是集合。相应地，范畴论中的
“所有范畴的范畴”ＣＡＴ也不应是范畴，如果它是
范畴，也将会导致范畴论版本的罗素悖论，进而致

使范畴论成为非直谓的理论。所以，在范畴论中

ＣＡＴ一般不被视作范畴，而仅仅是所有范畴的
收集。

上述事实已然证明了范畴论在数学基础上的

充分性。但是，我们应该认识到，范畴论基础主义

者的论证实质上是基于结构主义立场而进行的，

而集合论基础主义者坚持的是对象主义③立场，

双方的不同哲学立场导致其在数学基础的选择上

各执己见。因此，如果我们能够进一步论证范畴

论也能为集合论（主要是集合的隶属关系）提供

成功的解释（如此一来，范畴论不仅可以解释数

学结构，还能解释数学中的个体对象），那么集合

论基础主义者将没有理由不接受范畴论的基础地

位。基于此，我们也才真正实现了最全面的充分

性论证。

在数学基础上，作为对集合论的替代，范畴论

不仅可以刻画结构主义的集合结构，还能刻画对

象主义的集合结构。换言之，其不仅可以刻画通

常的结构，还能刻画个体对象。从表面上看，这两

类结构似乎都是由所有集合收集而成，但它们实

质上完全不同。对象主义的集合结构就是全域

Ｖ，其揭示的是集合之间的内在隶属关系，该结构
可表示为（Ｖ，∈），其中∈表示任意两个集合之
间的隶属关系，而结构主义的集合结构Ｖ′侧重的
是集合之间的函数关系，该结构可表示为 （Ｖ′，
→），其中→表示任意两个集合之间的函数或映
射关系。范畴论对这两类结构的解释具体表现如

下：对结构主义的集合结构来说，范畴论通过将集

合视作范畴中的对象，将集合之间的函数视作态

射，进而实现对该结构的解释。就对象主义的集

合结构而言，对于任意的集合 Ａ，“ａ是 Ａ中的元
素”可以形式化地表示为 ａ∈ Ａ。 由于在范畴论
中存在一个终对象（ｔｅｒｍｉｎａｌｏｂｊｅｃｔ）１，而某一范
畴的任意一个对象到终对象都存在唯一的态射。

因此，在集合论中，我们可以将任一单元素集视作

终对象，则ａ∈Ａ可以表示为作为终对象１的单
元素集到 Ａ之间的态射关系 ａ：１→ Ａ。 也就是
说，在范畴论视域下，集合论中的隶属关系本质上

就是一种态射关系。当然，有人反对这种做法，例

如，费弗曼认为这只是一种思想上的空壳游戏（ｉ
ｄｅｏｌｏｇｉｃａｌｓｈｅｌｌｇａｍｅ）④，换言之，这种解释与翻译
方式并无实质意义。

四　范畴论作为数学基础的逻辑自
主性

虽然范畴论实现了充分性，但从更替意义上

来说其还应满足自主性。需要说明的是，在数学

基础的讨论中，自主性仅仅是作为一个数学基础

标准被看待，其与充分性处于同一层面。但是，基

于解决不充分性困境的更替视角，我们认为其从

属于充分性。关于自主性问题，较早由费弗曼提

出，但 林 博 （．Ｌｉｎｎｅｂｏ）和 佩 蒂 格 鲁 （Ｒ．
Ｐｅｔｔｉｇｒｅｗ）基于费弗曼做了更全面的阐释，他们基

５４

①

②

③

④

ＬａｗｖｅｒｅＦＷ．“ＴｈｅＣａｔｅｇｏｒｙｏｆＣａｔｅｇｏｒｉｅｓａｓａＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ”，ｉｎＥｉｌｅｎｂｅｒｇＳ，ＨａｒｒｉｓｏｎＤＫ，ＭａｃＬａｎｅＳ，ｅｔａｌ．（ｅｄｓ．）．
ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＡｌｇｅｂｒａ．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９６６，ｐ．１．

在范畴论中，“所有范畴的范畴”一般指的是所有小范畴的范畴，其本身是一个更高维的范畴，被表示为 Ｃａｔ。而我们这里指的是
包含一切范畴（不论大小）的一个总体或收集，为了和Ｃａｔ进行区别，我们用ＣＡＴ来表示。

结构主义一般认为数学对象及其内在性质不是数学研究的重点，数学的本质在于对象之间的关系或结构。在这里为了与结构主

义形成对应，同时也突显出数学中“个体对象”的重要性，我们将传统数学实在论中关于个体对象及其内在性质作为研究对象的思想立

场称为对象主义。该称谓借鉴了巴拉格尔（Ｍ．Ｂａｌａｇｕｅｒ）关于结构主义和对象柏拉图主义的称谓方法。详见 ＢａｌａｇｕｅｒＭ．Ｐｌａｔｏｎｉｓｍａｎｄ
ＡｎｔｉＰｌａｔｏｎｉｓｍｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ．Ｏｘｆｏｒｄ：ＯｘｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９９８。

ＦｅｆｅｒｍａｎＳ．“ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＵｎｌｉｍｉｔｅｄＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ：ＷｈａｔＲｅｍａｉｎｓｔｏｂｅＤｏｎｅ”，ＴｈｅＲｅｖｉｅｗｏｆＳｙｍｂｏｌｉｃＬｏｇｉｃ，２０１３，６（１）：８．
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于不同维度提出了三大自主性要求：逻辑自主、概

念自主和辩护自主①。具体而言，逻辑自主强调

基础理论在理论构建和概念定义中不依赖于其他

理论，概念自主强调对基础理论的理解不诉诸其

他理论，而辩护自主旨在表明对基础理论的辩护

不诉诸其他理论及其相应的辩护理由。

这三大自主是否都是合理的数学基础标准，

可能见仁见智，尤其是其中的概念自主和辩护自

主更是值得商榷。林博和佩蒂格鲁曾指出其中一

种对概念自主的反对意见，由于不同教育背景的

人在理解时对于概念的依赖顺序与程度不同，因

此概念自主标准过于主观，不应成为一条合理的

标准②。关于辩护自主，林博和佩蒂格鲁指出其需

要如同为ＺＦＣ辩护一样的迭代概念或累积层次结
构，然而范畴论似乎并不具有类似的哲学基础。对

此，我们有两点反驳意见。第一，不同的理论可以

诉诸相同的哲学基础进行辩护。例如，类型论与

ＺＦＣ实际上都包含了累积层次结构的思想，而且它
们都被提议作为数学的基础。显然，我们不能说它

们的辩护理由是完全不同的。第二，范畴论也并非

不存在迭代概念与累积层次结构。麦凯（Ｍ．
Ｍａｋｋａｉ）曾指出：“……对于 ｎ＝０，１，２，……，应该
存在一个‘ｎ维范畴’的无限层次结构，使得 ｎ维
范畴‘形成’（是对象）ｎ＋１维范畴。”③这已然清
楚地表明，范畴论也存在范畴构造的累积层次结

构。虽然这为范畴论作为数学基础的自主性提供

了一定的辩护，但我们仍然无法确定其是否应该

成为一条合理的标准。基于此，我们将坚持最小

化原则，只探讨逻辑自主性标准。逻辑自主作为

一条合理的标准应该是毫无争议的，因为基础理

论作为其他非基础理论的基础，基础理论中的对

象与概念是初始性的，其构建与定义必然不依赖

于任何其他理论。更进一步看，逻辑自主实质上

是概念自主和辩护自主的基础与前提。

就逻辑自主性而言，费弗曼提出范畴论预设

了收集④与运算概念⑤，在此基础上，赫尔曼（Ｇ．
Ｈｅｌｌｍａｎ）又指出其预设了函数概念⑥。当然，真
正与集合论中的概念直接相关的是收集与函数概

念。因此，我们可以将目前的观点不完全地简要

总结为：范畴论预设了收集与函数概念，因此范畴

论相对于集合论不具有逻辑自主性。为了科学考

量范畴论的逻辑自主性，我们首先要厘清该观点

中的逻辑关系。在该结论中，除了一个显性前提

“范畴论预设了收集与函数概念”，实际上还隐含

另一个前提“集合论是关于收集与函数的唯一理

论”。因此，要为范畴论的逻辑自主性辩护，我们

有两条辩护路径。一是否定范畴论对收集与函数

概念的预设，二是表明集合论并非是关于收集与

函数的唯一理论。

在第一条路径下，关于范畴论对于收集概念

的预设大家似乎并无太多反对意见，但对函数概

念的预设遭到了批驳。麦克拉蒂（Ｃ．Ｍｃｌａｒｔｙ）、孔
祥雯等学者认为，范畴论并未预设函数概念，函数

概念的作用在于启发。麦克拉蒂说道：“一个比

集合论更古老的非常一般的函数概念的确激发了

范畴论。但是激发并不是预设。”⑦孔祥雯也指

出：“将赫尔曼的质疑进行弱化，可以理解为公理

化的范畴论只是受到了某个非正式的函数思想的

启发，也可以理解为函数的概念激发了范畴论中

的箭头概念。”⑧他们的辩护实际上是基于对“启

发”和“预设”这两个概念的区别，并将函数概念

６４

①

②

③

④

⑤

⑥

⑦

⑧

Ｌｉｎｎｅｂｏ，ＰｅｔｔｉｇｒｅｗＲ．“ＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙａｓａｎＡｕｔｏｎｏｍｏｕｓＦｏｕｎｄａｔｉｏｎ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０１１，ｈｔｔｐｓ：／／ｓｃｉ－ｈｕｂ．ｓｅ／１０．
１０９３／ｐｈｉｌｍａｔ／ｎｋｒ０２４．

Ｌｉｎｎｅｂｏ，ＰｅｔｔｉｇｒｅｗＲ．“ＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙａｓａｎＡｕｔｏｎｏｍｏｕｓＦｏｕｎｄａｔｉｏｎ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０１１，ｈｔｔｐｓ：／／ｓｃｉｈｕｂ．ｓｅ／１０．１０９３／
ｐｈｉｌｍａｔ／ｎｋｒ０２４．

ＭａｋｋａｉＭ．“ＴｏｗａｒｄｓａＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ”，ｉｎＭａｋｏｗｓｋｙＪＡ，ＲａｖｖｅＥＶ（ｅｄｓ．）．ＬｏｇｉｃＣｏｌｌｏｑｕｉｕｍ’９５：Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ
ｏｆｔｈｅＡｎｎｕａｌＥｕｒｏｐｅａｎＳｕｍｍｅｒＭｅｅｔｉｎｇｏｆｔｈｅＡｓｓｏｃｉａｔｉｏｎｏｆＳｙｍｂｏｌｉｃＬｏｇｉｃ，ｈｅｌｄｉｎＨａｉｆａ，Ｉｓｒａｅｌ，Ａｕｇｕｓｔ９－１８，１９９５．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９９８，ｐ．
１６９．

有些学者将收集与集合不加区别地使用和研究，但是我们认为收集和集合是不同的。收集的英文单词是ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ，而集合的英文
单词是ｓｅｔ；集合属于收集，但收集不一定是集合。费弗曼使用的是ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ，所以我们认为费弗曼指出的是范畴论对收集概念的预设。

ＦｅｆｅｒｍａｎＳ．“ＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓａｎｄＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ”，ｈｔｔｐ：／／ｍａｔｈ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／～ｆｅｆｅｒｍａｎ／ｐａｐｅｒｓ／Ｃａｔ＿ｆｏｕｎｄｓ．
ｐｄｆ．

ＨｅｌｌｍａｎＧ．“ＤｏｅｓＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙＰｒｏｖｉｄｅａＦｒａｍｅｗｏｒｋｆｏｒＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｔｒｕｃｔｕｒａｌｉｓｍ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２００３，１１（２）：１２９－
１５７．

ＭｃＬａｒｔｙＣ．“ＬｅａｒｎｉｎｇｆｒｏｍＱｕｅｓｔｉｏｎｓｏｎＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２００５，１３（１）：５０．
孔祥雯：《基于范畴论的数学基础研究进路》，山西大学博士学位论文，２０１９年。



第２６卷 李娜，等：集合论作为数学基础的不充分性困境及其解决

对范畴论的作用化归于“启发”。然而，由于逻辑

自主性是相对于理论的构建或概念的定义而言

的，因此，要辨析范畴论是否预设了收集和函数概

念，唯一的判据是基于范畴的定义。根据范畴的

定义，一个范畴是由对象和态射的收集构成的，由

此可见其预设了收集和态射概念。但应该看到，

收集并不等同于集合，态射并不等同于函数。具

体而言，集合是一种特殊类型的收集，函数是一种

特殊类型的态射。就收集来说，ＮＢＧ等类理论中
的类、类型论中的类型都是一种收集；就态射来

说，范畴之间的函子、函子之间的自然变换，以及

空间中的点之间的路径都是一种态射。借用林斯

特（Ｔ．Ｌｅｉｎｓｔｅｒ）的话来说：“范畴的对象不必像集
合。范畴中的映射不必像函数。”①因此，范畴论

预设了收集和态射概念，但并未预设集合和函数

概念。

大部分研究者主要聚焦于第二条路径，基于

该路径，即使承认范畴论预设了收集和函数概念，

我们也无法得出范畴论依赖于集合论的结论，因

为收集和函数概念并不专属于集合论。林博和佩

蒂格鲁以ＥＴＣＳ为例为范畴论的逻辑自主性进行
了辩护，他们指出：“当然，如果不诉诸集合和映

射概念，就不可能陈述 ＥＴＣＳ。但是，虽然这些概
念可以由正统的集合论引入，但它们并不专属于

该理论。相反，ＥＴＣＳ对它们拥有平等的权利。”②

换言之，集合论和范畴论实际上都是收集和函数思

想的具体化理论。因此，ＺＦＣ和ＥＴＣＳ在本体论上
是平等的。当然，它们在认识论上的地位可能有所

不同，集合论基础主义者偏向于ＺＦＣ，而范畴论基
础主义者则偏向于ＥＴＣＳ。洛根（Ｓ．Ｌｏｇａｎ）也表达
了类似的观点：“……我同意‘运算和收集的一般

概念’具有逻辑优先性，同时仍然认为这使得集合

论和范畴论处于平等的地位；……因此，如果集合

论基础被视作是自主的，那么范畴论基础也应该被

视为自主的。”③

另外，从发展的时间顺序来看，收集和函数概

念的出现都早于集合论。就收集概念而言，虽然

不明确其具体出现的时间，但既然集合是基于收

集思想发起来的，这足以说明收集概念早于集合

概念。就函数来说，自 １７世纪莱布尼茨（Ｇ．Ｗ．
Ｌｅｉｂｎｉｚ）明确提出“函数”这一概念以来，欧拉（Ｌ．
Ｅｕｌｅｒ）、狄利克雷（Ｐ．Ｇ．Ｌ．Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）、康托尔等数
学家相继为函数提供了不同的定义。尤其是在康

托尔创立集合论后，由于数学严格性的需要以及

集合论在数学基础中的重要地位，数学家们相对

普遍地接受了函数的集合论定义。当然，虽然通

过集合定义函数的方式较为常见，但在此之前的

函数定义与发展史实质上表明，函数并不专属于

集合论，集合仅是理解与认识函数的一种方式。

在一种较弱的立场上，有学者似乎还试图将

概念与理论的“从属关系”置于“解释”意义下进

行看待，从而反对范畴论的逻辑自主性。他们声

称集合论是对收集和函数概念的最佳解释，因此

范畴论依赖于集合论。这种观点存在的问题是显

而易见的。首先，最佳解释是一个相对概念，其相

对于一定的时间和认知主体。就时间相对性来

说，目前最好的理论并非就是最好的理论，未来可

能发展出更好的理论。就认知主体而言，集合论

与范畴论哪一个才是对收集与函数思想的最佳解

释，其关乎于不同的认知主体所坚持的数学立场。

如果坚持数学研究的是作为个体实在的对象，则

集合论似乎是最佳的解释；如果坚持数学是关于

对象之间关系或结构的研究，则范畴论似乎才是

最佳的解释。如麦克拉蒂所说：“我显然同意费

弗曼的观点，即数学的基础理应存在于运算和收

集的一般理论中，只是我说的目前最好的一般理

论是，所谓的箭头和对象的范畴论。”④由此可知，

麦克拉蒂不仅表明范畴论是一种收集理论，而且

还是目前最好的一种收集理论。其次，还应深刻

认识到，概念与理论之间的从属关系与解释关系

是两种性质完全不同的关系。以函数概念为例，

函数不仅可以通过集合论中的集合进行解释，还

可以通过范畴论中的箭头或态射进行解释。如果

解释关系等同于从属关系，那么函数将同属于集

合论和范畴论。这再次表明函数并不专属于集合

论。我们充其量只能说，函数在集合论的解释下

７４

①

②

③

④

ＬｅｉｎｓｔｅｒＴ．ＢａｓｉｃＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２０１４，ｐ．１３．
Ｌｉｎｎｅｂｏ，ＰｅｔｔｉｇｒｅｗＲ．“ＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙａｓａｎＡｕｔｏｎｏｍｏｕｓＦｏｕｎｄａｔｉｏｎ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０１１，ｈｔｔｐｓ：／／ｓｃｉ－ｈｕｂ．ｓｅ／１０．

１０９３／ｐｈｉｌｍａｔ／ｎｋｒ０２４．
ＬｏｇａｎＳ．“ＣａｔｅｇｏｒｙＴｈｅｏｒｙｉｓａＣｏｎｔｅｎｔｆｕｌＴｈｅｏｒｙ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０１５，ｈｔｔｐｓ：／／ｐｈｉｌｐａ－ｐｅｒｓ．ｏｒｇ／ａｒｃｈｉｖｅ／ＬＯＧＣＴＩ．ｐｄｆ．
ＭｃＬａｒｔｙＣ．“ＬｅａｒｎｉｎｇｆｒｏｍＱｕｅｓｔｉｏｎｓｏｎＣａｔｅｇｏｒｉｃａｌＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ”，ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２００５，１３（１）：４９．
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属于集合论，或者函数在范畴论的解释下属于范

畴论。也就是说，解释意义下的从属关系具有相

对性。因此，我们只能说函数概念专属于函数理

论，但不能无条件地声称函数概念专属于任意一

个非函数理论。

结语

关于集合论作为数学基础的不充分性困境，

学者们基于两条不同的进路提出了相应的解决方

案。一是基于集合论修正进路下的 ＮＢＧ、ＭＫ、格
罗滕迪克域与 ＮＢＧＳ等，二是基于更替进路的范
畴论。相较于集合论进路上的修正模式，范畴论

似乎才是解决不充分性困境的成功方案。无疑，

范畴论在解决该问题上的成功，将为范畴论作为

数学基础的合理性辩护提供又一理据，范畴论极

有可能替代集合论成为数学的正统基础。同时，

更应认识到的是，随着数学实践的不断向前发展，

可能还会出现新的数学对象或对象类型，这都将

继续强化集合论作为数学基础的不充分性。因

此，只要集合论继续被视为数学的基础，那么关于

它的不充分性问题的研究似乎就不会停止。但

是，问题是理论发展的催化剂，我们相信一定会适

时产生解决问题的恰当理论。

ＴｈｅＩｎａｄｅｑｕａｃｙＤｉｌｅｍｍａｏｆＳｅｔＴｈｅｏｒｙａｓ
ｔｈｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｔｓＳｏｌｕｔｉｏｎ

ＬＩＮａ＆ＹＥＦａｙａｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＰｈｉｌｏｓｏｐｈｙ，ＮａｎｋａｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｔｉａｎｊｉｎ３００３５０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｄｅｑｕａｃｙｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｗｈｅｔｈｅｒａｔｈｅｏｒｙｃａｎｓｅｒｖｅａｓａｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ
ｆｏｒｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈａｔａｌｌｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｏｂｊｅｃｔｓａｎｄｃｏｎｃｅｐｔｓｃａｎｂｅｅｘｐｌａｉｎｅｄａｎｄｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｌｔｈｅｏｒｙ．ＡｘｉｏｍａｔｉｃｓｅｔｔｈｅｏｒｙＺＦＣｉｓｗｉｄｅｌｙａｃｃｅｐｔｅｄａｓｔｈｅｏｒｔｈｏｄｏｘｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
ｂｕｔｉｔｈａｓａｌｗａｙｓｆａｃｅｄｔｈｅｄｉｌｅｍｍａｏｆｉｎａｄｅｑｕａｃｙ．Ｔｈｅｒｅａｒｅｇｅｎｅｒａｌｌｙｔｗｏａｐｐｒｏａｃｈｅｓｔｏｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｄｉｌｅｍｍａ：
ｒｅｖｉｓｉｏｎａｎｄｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ．Ｔｈｒｏｕｇｈｒｅｓｅａｒｃｈ，ｉｔｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｒｅｖｉｓｉｎｇｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｅｔｔｈｅｏｒｙａｓｔｈｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓｃａｎｎｏｔｒｅａｌｌｙｓｏｌｖｅｔｈｅｉｎａｄｅｑｕａｃｙｄｉｌｅｍｍａ，ａｎｄｎｕｍｅｒｏｕｓｌａｒｇｅｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｓｔｉｌｌｃａｎｎｏｔｂｅ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｎｄｅｘｐｌａｉｎｅｄ．Ｉｔｓｅｅｍｓｔｈａｔｉｔｉｓａｂｅｔｔｅｒｃｈｏｉｃｅｔｏｒｅｐｌａｃｅｓｅｔｔｈｅｏｒｙｗｉｔｈｃａｔｅｇｏｒｙｔｈｅｏｒｙａｓｔｈｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ．Ｉｎｔｈｅｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔａｐｐｒｏａｃｈ，ｃａｔｅｇｏｒｙｔｈｅｏｒｙｎｏｔｏｎｌｙｒｅａｌｉｚｅｓｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄ
ｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｏｆａｌｍｏｓｔａｌｌｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｉｎｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｐｒａｃｔｉｃｅ，ｂｕｔａｌｓｏｐｒｏｖｉｄｅｓａｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｎａｌｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｓｅｔｓｉｎａｓｅｎｓｅ，ａｎｄｉｔｉｓｌｏｇｉｃａｌｌｙａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｓｅｔｔｈｅｏｒｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ；ａｄｅｑｕａｃｙ；ａｕｔｏｎｏｍｙ；ｓｅｔｔｈｅｏｒｙ；ｃａｔｅｇｏｒｙｔｈｅｏｒｙ
（责任校对　唐尧）
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