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知道者悖论的新型解决方案探析

雒自新#贾文辉
"西安交通大学 马克思主义学院#陕西 西安 %)$$#9$

摘4要$知道者悖论是关于日常知识概念的严格意义的逻辑悖论$ 新近出现的两种解悖方案以知道者悖论在可证

性逻辑与证明逻辑系统中的重构为基础而得出$ 这两种新型逻辑系统是独立于解悖而被建构的!因此!从 ]S=解悖标

准来看!对应的两种新方案较好地满足了非特设性要求$ 艾格基于可证性逻辑提出的解悖方案拒斥知识的真实性原则!

这意味着放弃柏拉图经典知识定义$ 所以!从]S=解悖标准来看!这种方案没有较好地满足充分宽广性要求$ 迪恩和

科克瓦基于证明逻辑提出的解悖方案拒斥统一芭坎公式!而该公式对应的认知规则正是安德森提出的方案所要拒斥的!

因此可以构成对后者的一种支持$

关键词$知道者悖论&可证性逻辑&证明逻辑&统一芭坎公式&]S=解悖标准
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44卡普兰"V*7GTBG0$和蒙塔古"]*F'0LGD>C$

于 )92$年发现的知道者悖论!以最简洁的形式

表明#日常知识概念与我们日常使用的最基本的

算术是不相容的& 这一点与千古疑难说谎者悖论

如出一辙& 因此#自被发现以来#知道者悖论就广

受关注& 然而 "$多年来#一直没有得到大多数人

公认的解决方案& 近些年来#随着核证逻辑

"ZH'OG@(B(LP['D(/J$作为一种新型逻辑工具的发

展日趋完善#研究者们基于此提出了两种新型解

悖方案& 本文在较为详尽地考察这两种方案的基

础上#评析其成就与不足&

一4知道者悖论的严格形式刻画

知道者悖论的建构所依据的是日常进行合理

思维的普通理性人对(知识)概念的如下三条共

识"即公共信念$!

!G"所有知识都是真的$

!@"!G"为人们所知$

!/"如果认知主体知道命题2#并且由2合乎

逻辑地推导出命题4#则他也知道4%

其中#认知规则"G$为柏拉图经典知识定义所蕴

含& 根据该定义#知识是证成了的真信念#所以

(为真)是构成知识的必要条件#换言之#就是所

有知识都是真的#即"G$& 该规则表明#知道者悖

论所涉及的是普通理性人所拥有的真正的知识概

念#排除了认知主体以为是知识但实际上却并非

真正知识的情况& 认知规则"@$只是说普通理性

人懂得这一点#或者说很容易就此达成共识& 认

知规则"/$是所谓认知封闭原则#具有多种表现

形式& 由于怀疑论的论证当中使用了它#所以该

规则在认识论当中饱受争议& 对认知封闭原则的

质疑主要在于它在某种意义上表达了一种(逻辑

全能)#是现实世界中的普通理性人无法达到的&

比如#虽然由2合乎逻辑地推导出 4#但这一推导

需要很多步骤#比如一万步& 此时#即使是正常的

理性人#实际上也可能无法完成这长达一万步的

推导#因而最终并不知道 4& 然而#类似的关于认

知封闭规则过强的质疑对此处的"/$并不成立&

这是因为#作为知道者悖论推理前提的"/$#是一

种最弱意义上的认知封闭#即认知主体实际上已

经从2合乎逻辑地推导出了 4#此时#该认知主体

当然应该知道 4& 也就是说#只要承认这种最弱

意义上的认知封闭#对于导出知道者悖论来说就
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足够了&

在皮亚诺算术系统"Z5$中引入一个新谓词

:";$#表示(;是知道的)-用 ,"7;8# 7%8 $表示

(从;可以合乎逻辑地推导出%)"7;8代表;的标

准名称$-则上述三条关于知识的公共信念可以

用符号表达如下"其中的($)与(-)代表任意命

题$!
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由哥德尔自指引理"在 Z5中成立$得!b<

#

b:

"7b<8$是Z5当中的合式公式& 该式在逻辑上

等值于!

!X"<

#

:!&b<'"%

与著名的说谎者语句在形式上类似#X所表达的

直观意思是!"某认知主体$知道自己正在说的这

句话是假的& 由此#在 Z5的扩充系统当中可作

如下演绎推导!
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上述推导的行",$表明#在 Z5的扩充系统中#从

前提"]

)

$%"]

!

$与"]

+

$出发可以推导出矛盾#并

且容易重塑为<与b<间的矛盾等价式& 这就是

知道者悖论&

二4基于可证性逻辑的解悖方案

艾格"Z*cDHd$基于(可证性逻辑) "B'D(/'E

TH'OG@(B(LP$给出了对知道者悖论的一种解决方

案!

#这是近十多年来所提出的一种全新的解悖

方案& 所谓可证性逻辑#是指模态逻辑系统 X[#

该系统由以下公理模式和推理规则构成!

5X[)(经典命题逻辑的所有重言式$

5X[!(
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]X[!!哥德尔规则"(

$!&$%!

%

一个关于X[的重要结论是#它具有(自指)"形式

算术中的术语叫做(固定点)或(不动点)$性质&

德吉"V*&CW'0DQ$和萨姆斌"X*8GK@(0$分别独

立证明了关于X[的自指定理!(对每个模态化到

语句字母2中的模态公式
#

"2$#存在一个只包含

#

中的语句字母"2除外$的模态公式
$

#满足
$#

#

"

$

$& 而且#对该关于
#

的固定点方程的任意两

个解在X[中都是可证地等值的)

"

& 在这里#如

果
#

"2$中的语句字母 2的每次出现都在
%

的辖

域中#则称一个模态公式
#

"2$被模态化到了 2

中& 这样的一个语句
$

称为
#

的一个自指语句&

该固定点定理是哥德尔自指定理在命题语言中的

一个复制品& 令人感兴趣的是#这里的自指定理

与哥德尔编码无关#并且与自指替换也无关&

索洛韦"]*8'B'OGP$通过引入(形式算术解

释)概念#证明了 X[系统的可靠性与完全性#

&

一个形式算术解释
!

就是从模态语言的公式集到

Z5的语句集的映射#满足如下条件!

!("对每个命题变元 2#

!

!2"是 Z5的一个

语句$
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形式算术解释
!

使每个模态公式对应于一个形式

算术语句#按照Z5的预定解释#后者可以表达某

个元数学命题"因为(可证)是一个元数学概念$#

如表 )所示&

逻辑学家所关注的并不是个别形式算术解

释#而是在所有形式算术解释下保持不变的语形

特征和语义特征#也就是所有解释结果的可证性

与真实性&

另外#索洛韦还给出了 X[的一个可判定扩

充系统"用X[8 表示$#该系统可以表达(可证的

2+

!

"
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东西普遍为真 ) 这样的思想 "即下述公理

5X[8

!

$& X[8系统由以下公理和推理规则构成!

5X[8

)

(X[的所有定理$

5X[8

!

(

%!

!

!

$

]X[8

)

!分离规则"(

$!

!

"

#

$!&$"

%

索洛韦的结论可以通过如下两条定理来表达!

索洛韦第一定理(X[

$!(

对所有形式算术

解释
!

#Z5

$!

!

!

"%

索洛韦第二定理(X[8

$!(

对所有形式算术

解释
!

#

!

!

!

"为真%

表 )4形式算术解释#模态公式与元数学命题的对应

模态公式 形式算术解释 元数学含义
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44艾格将知道者悖论整合到了前述可证性逻辑

当中& 其具体做法如下!首先#导出知道者悖论所

用的认知规则与经典命题模态逻辑的公理模式相

对应& 例如#以上规则"]

)

$就与M公理"即
%"

!

"

$相对应& 然后#可以将一个已知的经典命题模

态逻辑系统作对角化扩充#即对该系统所对应语

言的任意公式
"

"2# 4

)

#*# 4

(

$"其中变项2的所

有出现都在模态算子的辖域内$#存在一个 ( 元

算子
%

"

"4

)

#*# 4

(

$满足公理模式!

%

"

"4

)

#*# 4

(

$

#"

"

%

"

"4

)

#*# 4

(

$# 4

)

#*# 4

(

$& 算子
%

"

"4

)

#

*# 4

(

$称作对模态公式
"

"2# 4

)

#*# 4

(

$的一个

固定点算子& 这样做的目的是使所得到的语言能

够表达自指语句& 例如#如果
"

是一个命题模态

逻辑中的公式
%

b2#则在对角化扩充的系统中存

在一个算子
%

"

#使得公式
%

"

#"%

b

%

"

成立#此

时的
%

"

就扮演者知道者语句的角色& 经过这种

对角化扩充就得到了带有固定点算子的模态逻

辑#即前述可证性逻辑& 最后#在所得逻辑系统中

引入一个满足如下规则的二元模态算子9,:!如

果
$!

!

"

#那么
$

9,:

!"

& 同时添加相应的公理模

式!

%1"

9,:

!"

!

%"

& 如此所得到的系统就可

以给出知道者悖论及其相关结果的一种统一表

达& 艾格认为这样做的好处在于#可以抓住问题

的本质#使知道者悖论的研究清晰化%条理化#从

而为解悖指出明确的方向& 具体说来就是#一个

带有固定点算子的模态逻辑由三要素组成#即经

典命题逻辑%自指以及一定数量的模态装置& 因

此#解决知道者悖论的可能策略将主要包括以下

三个方面!")$放弃自指-"!$修改模态装置-"+$

修改经典逻辑&

在此基础之上#艾格依次考查了这三种解悖

策略#即知道者悖论的三种具体解决方案!斯克姆

"6*81PHKJ$的元语言处理!

%安德森的索引性处

理"和索洛韦的方案& 斯克姆的处理建构了可证

性谓词的一种层级#通过这种层级来阻止自指的

出现& 安德森的(索引性处理)同样定义了知识

谓词的一种无限序列#但为自指留下了空间& 索

洛韦证明了#模态逻辑系统 X[与 X[8 和在模态

公式的标准翻译下分别是(可证的)和(为真的)

的算术公式集之间是精确对应的#即证明了对模

态的一种元语言处理"即把模态处理为语句谓

词#而不是语句形成算子$是相容的& 系统 X[8

通过限制自返规则"即前面的规则"]

)

$的对应模

态形式$被系统地反复使用#从而阻止了矛盾的

出现& 模态逻辑系统X[与X[8均可以看作是认

知逻辑系统#因而这就隐含地给出了对知道者悖

论的一种解决方案& 索洛韦的这种方案在保留经

典逻辑和自指的基础上通过适当地将包含在知道

者悖论中相互冲突的模态相分离#从而达到解悖

的目的& 艾格把它看作一种最为合理的解悖

方案&

三4基于证明逻辑的解悖方案

在艾格之后#迪恩"e*VCG0$和科克瓦"=*

7>H'1GRG$基于(证明逻辑) "B'D(/'ETH''EJ$给出

了对知道者悖论的另外一种新型解决方案&

阿迪莫夫"8*5HLCK'O$通过被称之为(证明

多项式) "TH''ET'BP0'K(GBJ$的证明项#引入了第

一个证明逻辑的系统"简记作[Z$& [Z的显著特

%+

!

"
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点在于其中引入了一簇有限多的模态算子#用符

号(!)表示#称之为(显在模态)!如果6是一个公

式而
&

是一个证明多项式#则(

&

! 6)是一个公式#

表示(

&

是6的一个证明)"或者(

&

证明6)$& 也

就是说#在系统 [Z中#(证明)作为一个客体#是

研究对象&

证明多项式是由证明变项;

$

# *# ;

(

#*和证

明常项 )

$

#*#)

(

#*通过如下三种运算而构成的

项!应用(.)"二元$%结合(

g

) "二元$和证明检

测者(1)"一元$& 也就是说如果
&

和
)

都是证明

多项式#那么
&

.

)

%

&

g

)

和1

&

也都是证明多项

式& 因此#[Z的语言经由经典命题逻辑的语言扩

充而来#还包括证明变项";

$

# *# ;

(

#*$%证明常

项")

$

#*#)

(

#*$%函数符号"(1)%(.)和(

g

)$

以及形如(项!公式)的算子符号#其项与合式公

式如下!
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%

系统[Z的构成如下!
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5[Z$(经典命题逻辑的所有重言式$
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"

"

!应用"$

5[Z!(

&

(

!

!

!

!自返"$

5[Z+(

&

(

!

!

*

&

( !

&

(

!

"!证明检测者"$

5[Z#(

&

(

!

!

!

&

g

'

"(

!

#

'

(

!

!

!

&

g

'

"(

!

!结合"$

][Z)!分离规则"(

$!

!

"

#

$!&$"

$

][Z!(如果F是公理 5[Z$

3

5[Z# 中的一个

并且9是一个证明常项#那么F

$

9( F%

由前述 [Z的规则可以看出#证明常项是对显在

事实"如逻辑公理$的辩护& 证明变项也是变项&

(应用)运算对应内在化的分离规则!对每个
'

和

&

#一个证明
'

.

&

是所有满足如下条件的公式

"

'''

'

是
!

!

"

的一个证明#并且
&

是
!

的一个

证明"对某个
!

$& 证明
'

和
&

的(加)

'

g

&

是这样

一个证明#它或者证明
'

所证明的所有东西#或者

证明
&

所证明的所有东西& (1)是检测证明的正

确性的一个一般程序!在已知一个证明
&

的前提

下#(1)产生
&

证明
!

的一个证明&

阿迪莫夫表明"

#证明多项式表达了对一个

命题语言的证明的全部可能运算& 任意关于证明

的运算#无论是随正规证明系统的选择而不同#还

是能被具体化到一个命题语言中#都能够被一个

证明多项式实现& 系统 [Z是可靠的#并且关于

算术是完全的& 阿迪莫夫通过所谓(实现化定

理)"HCGB(̂GL('0 LQC'HCK$将 [Z与 8# 自然地联系

在了一起& 实现化定理的大致意思是#对于任意

一条 8#定理#都存在某种方式#用证明多项式替

换其中
%

的全部出现#就得到 [Z的一条定理&

这样#就能够认为 [Z给出了对 8# 有效性的一种

精致的分析&

在上述实现化定理中实际上包含一种来自外

部的量化#可以认为
%

算子是一种量词 (存在

**的一个证明)& 一种合理的想法是将这种量

化内在化& 费汀"F*a(LL(0D$在这种想法的指导

下建构了一个逻辑系统 :[Z#并给出了一种克里

普克语义学#进而证明了其可靠性与完全性#

&

系统:[Z是[Z系统的一个扩充#它允许量

词加在证明算子上& :[Z在公式形成规则上对

[Z进行了两点扩充!其一#如果
!

";$是一个公

式#并且;是一个证明变项#则"

,

;$

!

";$也是一

个公式-其二#允许证明多项式上的一个附加运

算#即如果
&

是一个证明多项式#并且;是一个证

明变项#则 "

&,

;$也是一个证明变项 ";在 "

&

,

;$中的出现是约束的$& 引入"

&,

;$的目的在

于#如果
&

是对
!

";$的每个特例的一个"统一$

证明#那么"

&,

;$就是对"

,

;$

!

";$的一个证

明& 因此#:[Z的公理和推理规则如下!

[Z)(经典命题逻辑的所有重言式$

[Z!(

&

( !

!

!

"

"

!

!

'

(

!

!

&

+

'

(

"

"$

[Z+(

&

(

!

!

!

$

[Z#(

&

(

!

!

*

&

( !

&

(

!

"$

[Z"(

&

(

!

!

!

&

g

'

"(

!

#

'

(

!

!

!

&

g

'

"(

!

$

:[Z)(!

,

;"

!

!;"

!

!

!

&

"#对任意证明项
&

#

&

对
!

!;"中的;是自由的$

:[Z!(

!

!

&

"

!

!

-

;"

!

!;"#对任意证明项
&

#

&

对
!

!;"中的;是自由的$

:[Z+(!

,

;"!

"

!

!

!;""

!

!

"

!

!

,

;"

!

!;""$

:[Z#(!

,

;"!

!

!;"

!

"

"

!

!!

-

;"

!

!;"

!

,+

!

"

#

在(结合力)方面#(

&

!)和(b)最强#(

"

)与(

+

)次之#(

!

)最弱&

8*5HLCK'O*(<TCHGL('0J'0 ZH''EJLQGL/G0 @C8TC/(E(C& @PFCG0J'EF'&GB['D(/)# (0 F*SG1QGHPGJ/QCO# 7*8CDCH@CHD# F*&C](.1CG0&

=*eG0J(0D"C&J$# F@>)(9.1/( C#@)*7#8/9"G#*'".!$*8LG0E'H&! A8[;Z>@B(/GL('0J# !$$)# TT*"9

3

%!*
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第 !"卷 雒自新#等!知道者悖论的新型解决方案探析

"

"$

N6a(!

,

;"

&

!;"(

!

!;"

!

!

&,

;"( !

,

;"

!

!;"%

公理[Z!%[Z+和 [Z# 将分别被认为是模态逻辑

系统 8#的公理 7%M和 # 的显式版本#其中的
%

已经被显式模态所替换& N6a被称为(统一芭坎

公式)& 它表达了这样的意思!如果对所有 ;#证

明项
&

";$用作
!

";$的一个证明#则统一证明者

项"

&,

;$用作"

,

;$

!

";$的一个证明& 需要指

出的是#N6a的来源到目前为止尚不清楚& 另

外#如果
2

是一个公理的有限集合#则如下规则

给出了对:[Z的可推导性关系
"$!

的规定!

]:[Z)(如果
!#"

#那么
"$!

$

]:[Z!(如果
"$!

!

"

并且
"$!

#那么
"$"

$

]:[Z+(如果
$!

!;"#那么
$

!

,

;"

!

!;"$

]:[Z#(如果
!

是 :[Z公理的一个特例#那

么
"$!

%

下面是两条关于 :[Z的重要定理"其中#嵌入定

理建立起了系统:[Z与 8#之间的一种联系$!

建构性内在化定理(假设;

)

(

!

)

# )# ;

(

(

!

(

$

"

#则存在一个证明项
&

!;

)

# )# ;

(

"满足 ;

)

(

!

)

#

)# ;

(

(

!

(

$&

!;

)

# )# ;

(

"(

"

%

嵌入定理(定义 8# 的语言与 :[Z的语言之

间的映射!+"

-如下(!=

/

"

-

h

=

/

#如果 =

/

是一个

命题字母$!+"

-与命题连接词可以互相交换位

置$!

%

5"

-

h

!

-

;";( F

-

% 则 8#

$

F当且仅当

:[Z

$

F

-

%

系统[Z与:[Z的一个重要的应用领域在于

知识表示& 这是因为#根据经典定义#知识是证成

了的真信念#而这里的显在模态(

&

! 6)可以较为

恰当地表达(证成) ".>JL(E(/GL('0$& 因此#运用证

明逻辑#可以给出对知识概念的更加精确的形式

化表达&

迪恩"e*VCG0$和科克瓦"=*7>H'1GRG$认

为在知道者悖论中所涉及的(知识)是一种依赖

(证明)的知识#这是因为该悖论所涉及的认知主

体是一个具有理想化演绎能力的充分理性主体&

所以这里的知识应该定义如下!

:!&

!

'"

h

@+

!在相关的系统中"存在
!

的一

个证明%

而系统:[Z恰好可以形式化上述思想#即!:"7

!

8$

h

@+

"

-

;$;!

!

& 因此#这样表达的知识概念更

加准确& 在此基础之上#迪恩和科克瓦提出了一

套解决知道者悖论的方案&

!

迪恩和科克瓦首先证明了下述结论!在 8#

中#对所有的
!

#b

%

"

!#

b

%!

$成立& 其推导

如下"在 8#中进行推理$!

!$"

%

!

!#

b

%!

"

$!#

b

%!

M

!)"

%

!

!#

b

%!

"

$

b

%!

!

!

!!"

%

!

!#

b

%!

"

$%!

!

b

!

!+"

%

!

!#

b

%!

"

$%!

!

!

M

!#"

%

!

!#

b

%!

"

$

b

%!

!!",!+"

!""

%

!

!#

b

%!

"

$!

!)",!#"

!2"

%

!

!#

b

%!

"

$%!

YC/,!""

!%"

%

!

!#

b

%!

"

$$

!#",!2"

!,"

$

b

%

!

!#

b

%!

" !$"

3

!%"

上述推导的右端与知道者悖论的推导具有完

全相同的形式& 因此#可以把该推导看作是在一

种纯的模态环境中重构了知道者悖论的推理& 下

面可以根据前述嵌入定理所提出的方式#将这里

8#中的推导转换为一个:[Z中的推导!

!$"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$!#

b!

-

;";(

!

[Z+

!)"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$

b!

-

;";(

!

!

!

!!"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$

!

-

;";(

!

!

b

!

!+"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$

!

-

;";(

!

!

!

:[Z中的推导

!#"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$

b!

-

;";(

!

!!",!+"

!""%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$!

!)",!#"

!2"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$

-!%"(

!

建构性内在化定理

!2k"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$

!

-

;";(

!

:[Z+

!%"%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

$$

!#",!2k"

!,"

$

b%( !

!#

b!

-

;";(

!

" !$"

3

!%"

!9"

$

!

,

%"b%( !

!#

b!

-

;";(

!

" ]:[Z#

!)$"

$

b!

-

%"b%( !

!#

b!

-

;";(

!

"

上述步骤"+$的得出如下!

!G"

$

;(

!

!

!

[Z+

!@"

$

!

,

;"!;(

!

!

!

" ]:[Z#

!/"

$

!

,

;"!;(

!

!

!

"

!

!!

-

;";(

!

!

!

"

:[Z#

9+

!e*VCG0 G0& =*7>H'1GRG*(70'RBC&DC# ZH''EG0& LQC70'RCH)# DE.#$.-/9)*F12.9-1#+3)-/#()*/-%)(@ :(#H*.@8.# =$#9..@/(81#+-E.

DH.*+-E I#(+.$.(9."M5]7$# !$$9# TT*,)
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!&"

$

!

-

;";(

!

!

!

!@",!/"

为了建构上述步骤"2$所使用的项 -"%$#必须被

以建构性内在化定理所给出的方式而将"G$

3

"&$

内在化& 这一点可以通过如下步骤而实现!

!C"

$

;(

!

!

!

[Z+

!E"

$

$!;"( !;(

!

!

!

" ]:[Z+

!D"

$

!

,

;"$!;"( !;(

!

!

!

" ]:[Z!

!Q"

$

!

,

;" $!;"( !;(

!

!

!

"

!

!$!;"

,

;"( !

,

;"!;(

!

!

!

" N6a

!("

$

!$!;"

,

;"( !

,

;"!;(

!

!

!

" !D",!Q"

!."

$

4( !

,

;"!;(

!

!

!

"

!

!!

-

;";(

!

!

!

"

]:[Z+

!1"

$

4+!$!;"

,

;"(!!

-

;";(

!

!

!

"

[Z!,!(",!."

因为"

-

;$;!

!

!

!

"即:"7

!

8$

!

!

$出现在了上

面推导的行")$$中#所以它的推导必须被内在

化#以便在行"2$去建构项 -"%$& 这导致行"1$#

而" 1$ 经由存在概括 "即 :[Z!$ 马上蕴含着

"

-

%$%! ""

-

;$;!

!

!

!

$ "即 :"7:"7

!

8 $

!

!

8$$& 另外#在推导"C$

3

"1$中#尽管"

-

;$;!

!

!

!

经由"G$

3

"&$而被推导出来#但在没有将"Q$

中的全称量词穿过显式模态互换位置的情况下#

似乎没有办法内在化这个证明& 所以当在 :[Z

系统中重构知道者悖论的时候#必须依赖N6a&

最后#迪恩和科克瓦给出了 # 方面分别独立

的理由"其中即有形式化的#也有非形式化的$去

拒斥N6a#由此去拒斥规则 :"7:"7

!

8 $

!

!

8 $#

从而达到解悖的目的&

四4对新方案的审思

解悖标准是衡量与评价各种解悖方案之成就

与不足的基本尺度& (]S=解悖标准)

!就是较

为恰当而全面的解悖标准& 所谓(]S=解悖标

准)包括!足够狭窄性-充分宽广性-非特设性&

(足够狭窄)就是消除矛盾#也就是说原有已经发

现的悖论被消除#并且没有发现新悖论& (充分

宽广)标准是策梅洛"f*SCHKCB'$首先提出的#他

认为一个适当的解悖方案应该尽可能保留原来理

论中一切有价值的东西& 张建军在此基础之上对

这一标准进行了扩充#即能够解决的悖论越多越

好& 而(非特设性)即(非应急性)#是罗素 "6*

]>JJCBB$首先提出#并为哈克"8*=GG/1$进一步阐

明的& 这条标准要求一个解悖方案提供出独立于

(去悖论)的充足理由&

根据]S=解悖标准#前述两种新型解悖方案

的最显著特征在于其非特设性& 对此#可以通过

追溯这两种方案提出时所使用的逻辑系统的由来

加以阐明& 可证性逻辑与证明逻辑是当代核证逻

辑研究的两个方向& 核证逻辑的思想起源于哥德

尔"7*Xl&CB$试图为直觉主义逻辑寻找恰当的语

义学而做的工作& 直觉主义逻辑的创始人布劳威

尔"[*f*W*6H'>RCH$认为直觉主义的真就意味着

可证!(一个陈述为真#如果我们有一个对它的证

明-该陈述为假#如果我们能够表明假设存在对该

陈述的一个证明会导致矛盾 )

"

& 海丁 "5*

=CPL(0D$于 )9+$ 年建构出了直觉主义逻辑的一

个公理系统& 在 )9+) 年到 )9+# 年间#海丁和科

摩格夫"5*Y*7'BK'D'H'O$给出了一种语义学#将

布劳威尔的直觉主义真理概念明确化& 可以称这

种语义学为(6=7语义学)& 6=7语义学认为#

一个公式为真#如果存在一个对它的证明& 一个

复合命题的证明可以表示成它的组成部分的证明

的形式&

+

!""

的一个证明由
!

的一个证明和
"

的

一个证明给出$

+

!+"

的一个证明由表达或者
!

的一个证

明或者
"

的一个证明给出$

+

!

!

"

的一个证明是一个由
!

的证明到
"

的证明的转变的建构$

+

$

是一个没有证明的命题#b

!

是对
!

!

$

的简化!

$

代表矛盾"%

6=7语义学是人们广泛接受的对直觉主义逻辑

的语义学&

哥德尔于 )9+) 年迈出了为直觉主义发展一

种确切的基于经典可证性的语义学的第一步#即

形式化上述 6=7语义学#

& 他将可证性看作一

个逻辑算子#给出了可证性的一种模态演算#这种

模态演算类似于经典模态系统 8##并且将直觉主

义命题逻辑";ZA$定义在了这种逻辑中#该演算

描述了经典数学中的可证性的性质& 哥德尔的可

$#

!

"

#

张建军!+逻辑悖论研究引论"修订本$,#人民出版社 !$)#年版#第 !#'+!页&

5*8*MH'CBJLHGG0& V*OG0 VGBC0*I#(1-$'9-/>/1"/( C)-E.")-/91! F( ,(-$#@'9-/#( "G#*'".,,$*YCRj'H1! fBJCO(CH8/(C0/CZ>@B(JQCHJ#

)9,,# T*#*
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第 !"卷 雒自新#等!知道者悖论的新型解决方案探析

证性演算基于经典命题逻辑#并且加上如下模态

公理和规则"

%

在这里代表形式算术中的可证

性#因而
%!

应该读作(

!

是可证的)$!

+

%!

!

!

#

+

%

!

!

!

"

"

!

!

%!

!

%"

"#

+

%!

!

%%!

#

+

$!&$%!

%

基于布劳威尔将真理解释为可证性的思想#哥德

尔定义了一个从直觉主义公式
!

到经典模态语

言的(翻译)

!

3

"

!

$!

3

"

!

$

h

(给公式
!

的每个子

公式加上前缀
%

)& 非形式地讲#当确定一个公

式的经典真值的通常程序被应用于
3

"

!

$的时

候#它将检验
!

的每个子公式是否可证"而非是

否为真$& 翻译
3

"

!

$提供了一种从直觉主义逻

辑;ZA到 8#的恰当嵌入& 因而这样一种翻译显

然是布劳威尔的理论(直觉主义真理h可证性)的

一种适当的公式化& 在此基础之上哥德尔还证明

了下述定理!;ZA

$!&

8#

$3

"

!

$& 该定理给出了

;ZA

3公式作为关于经典可证性陈述的一种解释&

哥德尔还预言以上定理的逆定理也是成立的#并

得出结论说!直觉主义可以从这里推导出来& 后

来#麦金西 "W*A*A*F/1(0JCP$和塔尔斯基 "5*

MGHJ1($确实证明了哥德尔的预言"

&

然而到此为止#哥德尔试图通过经典可证性

去定义;ZA的最终目标并没有完成#因为 8#并没

有一种对可证性算子(

%

)的确切解释#也就是说

没有建立起 8#与通常的数学概念中的可证之间

的连接& 这里的问题如下所示"( )在这里表示

一种恰当的嵌入$!

;ZA 8# *2 * 经典证明&

这里的(经典证明)是指基于对一个包含皮亚诺

算术"Z5$的经典一阶理论的证明谓词 =$##+";#

%$的系统#该谓词表达了(;是代码为 %的公式的

一个证明的代码)& 哥德尔证明了这里存在的一

个问题#并且指出将
%!

解释为形式可证性谓词

=$#>)?*."

!

$

h

-

;=$##+";#

!

$并不可行#这是因

为#设
$

是一个布尔常项 (假 )#并且
%!

是

=$#>)?*."

!

$& 则
%$

!

$

对应着表达 Z5的相容

性的陈述A'0"Z5$& 并且 8#

3定理
%

"

%$

!

$

$

表达了这样的陈述#即 A'0"Z5$在 Z5中是可证

的#而这并不与哥德尔第二不完全性定理相对应&

也就是说哥德尔注意到将模态项(

%!

)解释为(

!

是可证的)这种简单的思想与哥德尔第二不完全

性定理相矛盾& 因此他认为 8# 是一个没有确切

可证性语义学的可证性演算#而
%!

h

=$#>)?*.

"

!

$的解释是对没有已知公理系统的模态的一种

确切的可证性语义学& 这样#哥德尔的研究自然

就留下了两个有待进一步解决的问题!

问题一(寻找形式可证性谓词 =$#>)?*.!

!

"的

模态逻辑$

问题二(寻找 8# 的,并且因而也是 ;ZA的一

种精确的可证性语义学%

对以上这两个问题的回答就构成了当代(核证逻

辑) " TH'OG@(B(LPB'D(/J$的两个方向'''(可证性

逻辑)"又称(模态逻辑的可证性解释)$和(证明

逻辑)&

后来#基于哥德尔和勒伯"F*=*[l@$等人所

做的工作#

#模态逻辑系统 X[得以建构#从而较

为合理地解决了上述问题一& 对于上述问题二

"即用命题语言公式化 6=7语义学$#哥德尔于

)9+,年在维也纳的一次公开演讲中曾提议使用

清楚明了的证明(

&

是6的一个证明)的形式去解

释他自己的证明演算 8##然而他并没有给出结果

所得到的证明逻辑的一个完全的规则集& 遗憾的

是#哥德尔的上述演讲稿直到 )99"年才被公开发

表$

& 但在此之前#阿迪莫夫就已经公理化了哥

德尔所提议的证明逻辑"即前述证明多项式的引

入与[Z系统的建构$#并且证明了其完全性定

理%

& 因为证明多项式具有经典证明中的一种自

然的语义学#所以这就给出了哥德尔的可证性演

算 8#的一种所渴望得到的可证性语义学& 与哥

德尔%麦金西和塔尔斯基所得出的结论合在一起#

证明逻辑[Z能够被看作是对直觉主义逻辑 ;AZ

的6=7语义学的一种公式化#这就完成了科摩格

夫和哥德尔提出的计划!

)#

!

"

#

$

%

AE*;*f*<HB'O*(MQCAGB/>B>J'EA'KTGL(@(B(LP'EZH'T'J(L('0J)# C)-.")-/9E.1B//N?#$(/B# )9!,"+"$! !2+

3

!,2*

W*A*A*F/7(0JCPG0& 5*MGHJ1(*(8'KCMQC'HCKG@'>LLQC8C0LC0L(GBAGB/>B('E[CR(JG0& =CPL(0D)# DE.&#'$()*#+N%"?#*/97#8/9# )9#,

")+$! )

3

)"*

需要指出的是#哥德尔和勒伯都没有明确地提出该系统& 最早将X[当作一个模态逻辑系统考虑的是斯麦莱"M*8K(BCP$#参见M*

8K(BCP*(MQC['D(/6GJ(J'EfLQ(/J)# F9-) =E/*#1#2E/9) 6.((/9)# )92+")2$! !+%

3

!#2*
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3
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3

!9# A'H0CBBN0(OCHJ(LP# )99"*



湖南科技大学学报"社会科学版$ !$!!年第 #期

;ZA 8# [Z 经典证明%

以上对核证逻辑历史的简要梳理#清楚地表

明#核证逻辑本身是独立于解悖而产生的& 而这

两种新型解悖方案最大的特点恰恰在于运用这种

新型逻辑系统重构知道者悖论的形式刻画& 因

此#基于核证逻辑的这两种解悖方案很好地满足

了]S=标准中的(非特设性)要求#即解悖理由

独立于(去悖论)& 这是前述两种解悖方案的主

要优点&

知道者悖论是关于日常知识概念的一个悖

论#因此#按理说对其进行形式刻画应该在认知逻

辑系统当中进行& 然而#由于仿照模态逻辑建构

的当代认知逻辑系统无法表达自指句"即本文第

一部分的语句X$#所以#卡普兰和蒙塔古是在形

式算术的扩充系统当中刻画知道者悖论的& 艾格

敏锐地观察到可证性逻辑"即模态逻辑的可证性

解释$系统 X[可以表达自指句#因而#知道者悖

论可以在其中得到刻画#这更符合人们对知识概

念的直觉理解& 相比之下#证明逻辑系统 :[Z不

仅可以表达自指句#而且可以将知识概念进一步

刻画为!如果存在对某个命题"语句$的一个"非

形式$证明#那么它就是知识"即前述 :"7

!

8$

h

@+

"

-

;$;!

!

$& 按照柏拉图经典知识定义#知识是

证成了的真信念#迪恩和科克瓦认为#这里的(证

明)是对(证成了)的恰当表达& 因此#在 :[Z当

中重构知道者悖论#不仅更符合人们对日常知识

概念的直觉理解#而且能够进一步较好地体现柏

拉图经典知识定义&

对于知道者悖论#最常见的解决方案是拒斥

认知规则"/$#即认知封闭原则& 而艾格的方案

最终的落脚点在于拒斥认知规则"G$#即所有知

识都是真的& 而这一点为柏拉图经典知识定义所

蕴含& 虽然该定义受到了盖提尔"f*[*XCLL(CH$

的有力挑战!

#但这种挑战只是对得到证成了的

真信念作为知识之充分条件的挑战#而不是对其

作为必要条件的挑战#因而也不构成对"G$的挑

战& 所以#如果接受艾格的解悖方案#就意味着彻

底放弃柏拉图经典知识定义& 因此#该方案没有

较好地满足]S=解悖标准所要求的充分宽广性&

抛开复杂而冗长的技术细节#迪恩和科克瓦

通过论证知道者悖论在证明逻辑系统 :[Z当中

重构时所必须用到的统一芭坎公式 "即前述

N6a$不成立#从而达到解悖目的& 而该公式对应

的是认知规则"@$& 由是观之#迪恩和科克瓦的

这种解悖方案本质上与安德森的解悖方案类似#

或者说构成了对后者的一种支持&

J%&'0.+. "(:-K1"'#/+"%. /"/5-L%"K-$D&$&3">

[N<S(?I(0 \W;5eC0?Q>(
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J>TT'HLE'HLQCBGLLCH*
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