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常逻辑公式与可定义性①

马明辉
（西南大学 逻辑与智能研究中心，重庆４００７１５）

摘　要：常逻辑公式是不含命题变元的逻辑公式，运用它们可以定义结构类。但反过来某些结构类却不能以常逻辑公
式集定义。模态逻辑中一阶可定义的框架类可被常模态公式集定义的充分必要条件，是该框架类对满射互模拟象、不相交

并封闭，并且它的补类对超滤扩张封闭。有穷传递框架类相对可由常模态公式集定义的充分必要条件，是它对满射互模拟

象和不相交并封闭。这两条定理中后一条可推广至直觉主义逻辑。
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　　古典模态逻辑理论有３个主要分支：可定义性理论、完
全性理论和对偶理论［１］１６７－２４５。本文研究古典模态逻辑以

及相关的直觉主义逻辑的可定义性理论。在国际逻辑学

界多年来已产生的研究成果的基础上，本文提出并解决模

态框架类可被模态常逻辑公式集定义的刻画问题，以及由

此推广至直觉主义逻辑中常公式可定义性定理。

一　何谓可定义性
模型论是数理逻辑的主要组成部分之一。随着古典

模态逻辑的发展，模态逻辑的模型论也成为非经典逻辑研

究的重要领域，可定义性就是模型论的一个核心概念。从

模型论的观点看，对特定的模态语言Ｌ，一个结构类Ｋ在Ｌ
中可定义，如果存在语言Ｌ公式集Ｓ使得Ｋ等于满足Ｓ中
所有公式的结构所组成的结构类。简单地说，Ｋ在 Ｌ中可
运用公式集来反映。有时我们也说某个结构性质 Ｐ可定
义，这等价于说所有具有性质 Ｐ的结构类是可定义的。这
就是可定义性的基本概念。

从直观上看，一个语言的表达力与可定义性密切联系

在一起。可定义或不可定义的结构类或结构性质决定了

一个语言表达力的界限。在同一类结构上，也可以比较不

同语言在不同语义解释下的表达力的差异。在逻辑理论

中，一些逻辑语言的表达力相同，而另一些语言的表达可

能会实质性地强于某些语言。这些概念均以可定义性概

念来表达：谈论同一结构类的两个语言 Ｌ１和 Ｌ２，如果任何

在Ｌ１中可定义的结构类（性质）在Ｌ２中也可定义，那么Ｌ２
的表达力不弱于Ｌ１；如果反过来也成立，则Ｌ１与Ｌ２具有相

同的表达力。可定义性概念的重要性由此可见，它对于我

们研究语言与结构之间的关系至关重要。

模态语言是谈论关系结构的语言［２］２。最简单的关系

结构就是框架，即二元组Ｆ＝（Ｗ，Ｒ），其中Ｗ是非空集合，

Ｒ是Ｗ上的二元关系。最基本的模态语言是在古典命题

逻辑基础上增加模态算子□（必然算子）得到的，它是用于

谈论框架类或框架类性质的形式语言。那么模态可定义

性的基本问题就是：哪些框架类在基本模态语言中可定

义？首先，许多框架类是不能在模态语言中得到反映的。

比如有穷框架类、禁自返框架类、禁传递框架类、逆良基框

架类等等［３］１３８－１４２。如何刻画框架类的模态可定义性成为

模态逻辑的重要问题②［４］７５－７６。哥德布拉特（Ｒ．Ｇｏｌｄｂｌａｔｔ）

和托马森（Ｓ．Ｋ．Ｔｈｏｍａｓｏｎ）证明了如下著名的可定义性定

理［５］１６３－１７３：假设Ｋ是对初等等价封闭的框架类，那么 Ｋ可

被某个模态公式集定义当且仅当Ｋ对不相交并、生成子框

架、ｐ－态射封闭，并且Ｋ的补类对超滤扩张封闭。这条定

理的意义在于给出判定对初等等价封闭的框架类是否模
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态可定义的依据。

上述定理是从语义方面获得的关于可定义性的重要

定理。另一种研究可定义问题的方法是从句法角度研究

哪些一阶性质或一阶可定义的框架类在模态语言中可反

映。这方面的主要定理是萨奎斯特（Ｈ．Ｓａｈｌｑｖｉｓｔ）的结论：
由萨奎斯特公式定义的框架类都是一阶可定义的，所有由

这样的公式生成的正规模态逻辑都是完全的和典范的［６］。

该定理的核心是如何从所定义的每个萨奎斯特公式在框

架上对应的二阶公式得到逻辑等值的一阶对应公式。本

文仅从语义研究的视角对框架类的模态可定义性进行

研究。

在模态逻辑的框架类可定义性定理中，一种可能性是

可在语言方面作出一些限制，进而得到更多的可定义性定

理。这里，我们考虑常逻辑公式，即不含命题变元的公式。

我们的问题是：框架类可被常模态公式集定义的充分必要

条件是什么？与哥德布拉特定理类似，我们需要一些框架

类的封闭条件来刻画可定义性。为此，我们先引入一些框

架构造，证明常模态公式在这些构造中的保存结论，进而

证明我们所需要的定理。

二　模态语言与框架构造
古典模态逻辑的语言是在古典命题逻辑的语言基础

上增加模态算子得到的。固定命题变元集合 Ｐｒｏｐ，模态公
式集合Ｆｍｌ由如下规则来定义：

Ａ：：＝ｐ｜⊥｜Ａ｜Ａ∧Ｂ｜□Ａ
定义可能算子◇Ａ：＝□Ａ，其它联结词∨、→和

等如通常定义［２］９。这里，⊥代表零元命题常项“恒假”，其
对偶算子ｔ代表“恒真”。常模态公式是不含命题变元的公
式，即从ｔ和⊥运用联结词、∨、∧、◇和□构造起来的模
态公式。

任给框架 Ｆ＝（Ｗ，Ｒ），Ｗ中的元素称为状态。如果
ｗＲｖ，则称ｖ是ｗ的 Ｒ－后继状态。该框架上一个赋值是
一个函数Ｖ，对每个命题变元指派Ｗ的一个子集。一个模
型是三元组 Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ），其中（Ｗ，Ｒ）是框架，Ｖ是赋
值。在模型中某个状态上公式的真的定义与通常递归定

义类似，特别是模态词的解释如下：

（１）□Ａ在Ｍ中ｗ上是真的当且仅当Ａ在ｗ的每个Ｒ
－后继上都是真的。
（２）◇Ａ在Ｍ中ｗ上是真的当且仅当Ａ在ｗ的某个Ｒ

－后继上是真的。
公式Ａ在Ｍ上全局真，如果它在 Ｍ中每个状态上都

是真的。公式Ａ在框架Ｆ中状态ｗ上有效，如果它在每个
基于Ｆ的模型中状态 ｗ上是真的。公式 Ａ在框架 Ｆ上有
效，如果它在Ｆ中每个状态上有效。称公式 Ａ在框架 Ｆ上
可满足，如果存在Ｆ上的模型和状态ｗ使Ａ真。称公式集
Γ在Ｆ上可满足，如果存在Ｆ上的模型和状态ｗ使得 Γ中
所有公式在ｗ上真。

对任意常模态公式Ａ，由于它的真假与赋值无关，所以
我们有Ａ在模型中某个状态上是真的当且仅当它在底部

框架的相应状态上是有效的。对于否定、合取和析取等命

题联结词和模态词来说，任给常模态公式Ａ和Ｂ，我们有如
下结论：

（１）Ａ在框架Ｆ中ｗ上有效当且仅当Ａ在ｗ上不是
有效的。

（２）Ａ∨Ｂ在框架Ｆ中ｗ上有效当且仅当 Ａ在 ｗ上有
效或者Ｂ在ｗ上有效。

（３）Ａ∧Ｂ在框架Ｆ中ｗ上有效当且仅当 Ａ在 ｗ上有
效并且Ｂ在ｗ上有效。

（４）◇Ａ在框架Ｆ中ｗ上有效当且仅当Ａ在ｗ的某个
Ｒ－后继状态上有效。

（５）□Ａ在框架Ｆ中ｗ上有效当且仅当Ａ在ｗ的所有
Ｒ－后继状态上有效。

（６）□ｔ在所有框架上有效；◇ｔ在所有存在后继状态
的状态上有效。

（７）□⊥在所有没有后继状态的状态上有效；◇⊥在
所有框架上无效。

任给公式集Γ，定义 Γ的框架类 Ｆｒｍ（Γ）＝｛Ｆ｜Ｆ使 Γ
中每个公式都是有效的｝。反之，任给框架类 Ｋ，定义 Ｋ的
模态理论Ｔｈ（Ｋ）＝｛Ａ｜Ａ在Ｋ中每个框架上有效｝；定义Ｋ
的常模态理论Ｔｈｃ（Ｋ）＝｛Ａ｜Ａ是常模态公式并且 Ａ在 Ｋ
中每个框架上有效｝。一个框架类 Ｋ是模态可定义的，如
果存在模态公式集Γ使得Ｋ＝Ｆｒｍ（Γ）。称Ｋ是常模态可
定义的，如果存在由常模态公式组成的公式集 Γ使得 Ｋ＝
Ｆｒｍ（Γ）。

定义１：一个代入是一个从命题变元集合 Ｐｒｏｐ到模态
公式集合的函数ｓ。任给代入ｓ，公式Ａ在ｓ代入后得到的
公式记为 Ａｓ，它可递归定义如下：ｐｓ＝ｓ（ｐ），⊥ｓ＝⊥，
（Ａ）ｓ＝（Ａｓ），（Ａ∧Ｂ）ｓ＝Ａｓ∧Ｂｓ，（□Ａ）ｓ＝□（Ａｓ）。

命题２：任给公式Ａ和模型Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ）以及模型中
的状态ｗ，令Ａ中命题变元为ｐ１，……，ｐｎ，令ｓ是代入使得
对每个命题变元ｐｉ，如果它在 ｗ上是真的，那么 ｓ（ｐｉ）＝ｔ；

否则，ｓ（ｐｉ）＝⊥。那么Ａ
ｓ在 Ｆ中 ｗ上是有效的当且仅当

Ａ在Ｍ中ｗ上是真的。（对模态公式的构造归纳证明略。）
下面定义一些重要的框架构造，进而证明一些常模态

公式在这些框架构造下的保存结论，为证明可定义性定理

做准备。

定义３：任给（不相交）框架族｛Ｆｉ＝（Ｗｉ，Ｒｉ）｜ｉ∈Ｉ｝，它
的不相交并框架∑ｉ∈ＩＦｉ＝（Ｗ，Ｒ）定义为 Ｗｉ是所有并集，
Ｒｉ是所有的并集（对于相交框架的情况，可先以增加下标
方法构造不相交的复制框架，从而进行不相交并）。

命题４：任给（不相交）框架族｛Ｆｉ＝（Ｗｉ，Ｒｉ）｜ｉ∈Ｉ｝和
Ｆｉ中的状态 ｗ，对任何常模态公式 Ａ，如下成立：（ｉ）Ａ在
∑ｉ∈ＩＦｉ中状态ｗ上有效当且仅当 Ａ在 Ｆｉ中状态 ｗ上有
效；（ｉｉ）Ａ在∑ｉ∈ＩＦｉ上有效当且仅当Ａ在所有Ｆｉ上都是有
效的。（对常模态公式的构造归纳证明略。）

由此可知，如果一个框架类 Ｋ是常模态可定义的，那
么Ｋ对不相交并封闭，即如果｛Ｆｉ＝（Ｗｉ，Ｒｉ）｜ｉ∈Ｉ｝ Ｋ，
那么∑ｉ∈ＩＦｉ∈Ｋ。
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定义５：任给框架Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）和Ｗ的非空子集Ｘ，由Ｘ
得到Ｆ的生成子框架ＦＸ＝（ＷＸ，ＲＸ，ＶＸ）定义为：（ｉ）ＷＸ是
Ｗ的子集使得Ｘ ＷＸ并且ＷＸ对 Ｒ－后继封闭，即如果
ｗ∈ＷＸ并且Ｒｗｕ，那么 ｕ∈ＷＸ；（ｉｉ）ＲＸ是限制到子集 ＷＸ

的关系；（ｉｉｉ）ＶＸ是限制到子集ＷＸ的赋值函数。任给状态
ｗ，由ｗ点生成的子框架记为 Ｆｗ。称一个框架 Ｆ是点生成
的，如果Ｆ＝Ｆｗ对其中某个状态ｗ。

命题６：令ＦＸ是Ｆ的生成子框架。对任何常模态公式
Ａ和ＦＸ中的状态ｗ，如下成立：（ｉ）Ａ在Ｆ中状态ｗ上有效
当且仅当Ａ在ＦＸ中状态 ｗ上有效；（ｉｉ）如果 Ａ在 Ｆ上有
效，那么Ａ在 ＦＸ上有效。（对常模态公式的构造归纳证
明略。）

由此可知，如果一个框架类 Ｋ是常模态可定义的，那
么Ｋ对生成子框架封闭，即如果Ｆ∈Ｋ，那么对Ｆ的任何生
成子框架ＦＸ都有ＦＸ∈Ｋ。

定义７：任给框架Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）和 Ｇ＝（Ｔ，Ｓ），一个满射
ｆ：Ｗ→Ｔ称为从 Ｆ到 Ｇ的 ｐ－态射，如果它满足如下条件：
对Ｗ中任何状态ｗ和 ｕ，（ｉ）如果 ｗＲｕ，那么 ｆ（ｗ）Ｓｆ（ｕ）；
（ｉｉ）如果ｆ（ｗ）Ｓｆ（ｕ），那么存在 Ｗ中状态 ｖ使得 ｗＲｖ且 ｆ
（ｖ）＝ｆ（ｕ）。此时称Ｇ是Ｆ的ｐ－态射象。

命题８：令ｆ：Ｗ→Ｔ从 Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）到 Ｇ＝（Ｔ，Ｓ）的 ｐ－
态射。对任何常模态公式 Ａ和 Ｆ中的状态 ｗ，如下成立：
（ｉ）Ａ在Ｆ中状态ｗ上有效当且仅当Ａ在Ｇ中状态ｆ（ｗ）上
有效；（ｉｉ）如果Ａ在Ｆ上有效，那么Ａ在Ｇ上有效。（对常
模态公式的构造归纳证明略。）

由此可知，如果一个框架类 Ｋ是常模态可定义的，那
么Ｋ对ｐ－态射象封闭，即如果Ｆ∈Ｋ，那么对Ｆ的任何ｐ－
态射象Ｇ都有Ｇ∈Ｋ。

定义９：任给框架 Ｆ＝（Ｗ，Ｒ），它的超滤扩张框架 Ｆｕｅ

＝（Ｗｕｅ，Ｒｕｅ）定义为：（ｉ）Ｗｕｅ是Ｗ上所有超滤子；（ｉｉ）ｕＲｕｅｖ
当且仅当对所有Ｘ∈ｖ有 ｍＲ（Ｘ）∈ｕ，其中 ｍＲ（Ｘ）＝｛ｘ∈
Ｗ｜存在ｙ∈Ｘ使ｘＲｙ｝。

命题１０［２］９６：任给框架 Ｆ和模态公式 Ａ，如果 Ａ在 Ｆｕｅ

上有效，那么Ａ在Ｆ上有效。
由此可知，如果一个框架类 Ｋ是常模态可定义的，那

么它的补类对ｐ－态射象封闭，即如果Ｆｕｅ∈Ｋ，那么Ｆ∈Ｋ。
定义１１：任给框架 Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）和 Ｇ＝（Ｔ，Ｓ），一个 Ｗ

和Ｔ之间非空二元关系Ｚ称为Ｆ和Ｇ之间的互模拟，如果
对所有ｗＺｘ如下条件成立：（ｉ）如果 ｗＲｕ，那么存在 ｙ使得
ｘＳｙ并且ｕＺｙ；（ｉｉ）如果ｘＳｙ，那么存在ｕ使得Ｒｗｕ并且ｕＺｙ。
如果对Ｔ中每个状态 ｘ都存在 Ｆ中状态 ｗ使得 ｗＺｘ，则 Ｚ
称为满射互模拟，Ｇ称为Ｆ的满射互模拟象。

命题１２：任给框架Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）和Ｇ＝（Ｔ，Ｓ），令Ｚ是Ｆ
和Ｇ之间的满射互模拟关系。假设 ｗＺｘ，那么对所有常模
态公式Ａ，如下成立：（ｉ）Ａ在Ｆ中ｗ上有效当且仅当 Ａ在
Ｇ中ｘ上有效；（ｉｉ）如果 Ａ在 Ｆ上有效，那么 Ａ在 Ｇ上有
效。（对常模态公式的构造归纳证明略。）

由此可知，如果一个框架类 Ｋ是常模态可定义的，那
么它对满射互模拟象封闭，即如果 Ｆ∈Ｋ，那么对 Ｆ的任何

满射互模拟象Ｇ都有Ｇ∈Ｋ。
将上述结论综合起来可得更多的结论。首先，任给框

架Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）都有 Ｆ是∑ｗ∈ＷＦ
ｗ的 ｐ－态射象，即任何框

架都是它的所有点生成子框架的不相交并的 ｐ－态射象。
其次，根据满射互模拟的定义可得如下结论：（１）如果Ｇ是
Ｆ的生成子框架，那么Ｇ是Ｆ的满射互模拟象；（２）如果 Ｇ
是Ｆ的ｐ－态射象，那么Ｇ是Ｆ的满射互模拟象。因此，如
果一个框架类对满射互模拟封闭，那么它也对生成子框架

和ｐ－态射象封闭。

三　框架类的常模态可定义性
本节我们给出关于框架类可被常模态公式集定义的

刻画定理。首先我们考虑一阶可定义的框架类可被常模

态公式集定义的刻画定理。

定理１３：任何一阶可定义的框架类Ｋ可被常模态公式
集定义当且仅当Ｋ对不相交并和满射互模拟封闭，并且 Ｋ
的补类对超滤扩张封闭。

证明：假设Ｋ可被常模态公式集定义，由命题４、１０和
１２可知，Ｋ对不相交并和满射互模拟封闭，并且 Ｋ的补类
对超滤扩张封闭。反之，假设Ｋ满足右边的封闭条件。现
在证明Ｋ的常模态理论Ｔｈｃ（Ｋ）定义Ｋ。显然Ｋ中所有框
架Ｆ使Ｔｈｃ（Ｋ）中所有公式有效。反之，假设 Ｆ使 Ｔｈｃ（Ｋ）
中所有公式有效，只需证明Ｆ∈Ｋ。由于Ｆ是它的所有点生
成子框架的不相交并的ｐ－态射象，根据Ｋ的封闭条件，不
妨设Ｆ＝（Ｗ，Ｒ）是由ｗ生成的框架。令Ｌ＝｛ｐＸ｜Ｘ Ｗ｝
是新命题变元集合，考虑新模态公式集Ｆｍｌ（Ｌ）。构造框架
Ｆ上的Ｌ－模型Ｍ＝（Ｆ，Ｖ）使Ｖ（ｐＸ）＝Ｘ。令Γ＝｛Ａ∈Ｆｍｌ
（Ｌ）｜Ａ在模型Ｍ中 ｗ上是真的｝。现在证明 Γ在 Ｋ中某
个框架上可满足。根据一阶逻辑的模型论，由于 Ｋ是一阶
可定义的，只要证明Γ的每个有穷子集Δ在Ｋ中某个框架
上可满足。若不然，存在Γ的有穷子集Δ使得对Ｋ中每个
框架Ｇ和Δ中所有公式合取 Ｂ都有Ｂ在 Ｇ上有效。考
虑如下定义的代入ｓ：对Ｂ中每个变元 ｐＸ，如果 ｐＸ在 ｗ上
是真的，那么ｓ（ｐＸ）＝ｔ；否则ｓ（ｐＸ）＝⊥。由于公式有效性

对代入保存，所以Ｂｓ在Ｋ中每个框架上有效，Ｂｓ∈Ｔｈｃ
（Ｋ）。Ｂｓ在框架Ｆ上有效，因而Ｂｓ在Ｆ中状态ｗ上有
效。根据命题２可知，Ｂ在Ｍ中ｗ上是真的，这与Δ是Γ
的有穷子集矛盾。所以 Γ在 Ｋ中某个框架上可满足。由
此根据哥德布拉特定理的模型论证明方法［７］［２］１７８，可以得

到Ｆ∈Ｋ。证毕。
下面我们再证明另一条相对可定义性定理。称一个

框架类Ｋ相对于框架类Ｃ是常模态可定义的，如果存在常
模态公式集Γ使得对 Ｃ中每个框架 Ｆ都有 Ｆ∈Ｆｒｍ（Γ）当
且仅当Ｆ∈Ｋ。

我们所要给出的刻画定理是关于有穷传递框架类相

对于它本身的常模态可定义性。

任给有穷传递框架Ｆ＝（Ｗ，Ｒ），假设Ｆ是由状态 ｗ生
成的框架，令Ｗ ＝｛ｗ０，…，ｗｎ｝，其中 ｗ＝ｗ０。对每个
ｗｉ，令ｐｉ是相应的命题变元。定义 Ｆ的 Ｊａｎｋｏｖ－Ｆｉｎｅ公
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式ＡＦ为如下公式的合取：
（１）ｐ０∨…∨ｐｎ
（２）□（ｐ０∨…∨ｐｎ）
（３）（ｐｉ→ｐｊ）∧□（ｐｉ→ｐｊ）对ｉ≠ ｊ≤ ｎ
（４）（ｐｉ→◇ｐｊ）∧□（ｐｉ→◇ｐｊ）对ｗｉＲｗｊ
（５）（ｐｉ→◇ｐｊ）∧□（ｐｉ→◇ｐｊ）对ｗｉＲｗｊ
对于这样定义的 Ｊａｎｋｏｖ－Ｆｉｎｅ公式，它有如下重要

特点：

命题 １４［２］１４４：任给有穷传递框架 Ｆ和传递框架 Ｇ，
Ｊａｎｋｏｖ－Ｆｉｎｅ公式 ＡＦ在 Ｇ中某个赋值 Ｖ和状态 ｖ上是真

的当且仅当存在从Ｇ的生成子框架 Ｇｖ到 Ｆ的 ｐ－态射 ｆ
使得ｆ（ｖ）＝ｗ。

定理１５：任何有穷传递框架类Ｋ相对于所有有穷传递
框架类是常模态可定义的当且仅当 Ｋ对（有穷）不相交并
和满射互模拟象封闭。

证明：从左至右方向已证明。现在假设 Ｋ满足封闭条
件，只要证明Ｔｈｃ（Ｋ）定义Ｋ。显然Ｋ中每个框架都使Ｔｈｃ
（Ｋ）中所有公式有效。反之，假设 Ｆ使得 Ｔｈｃ（Ｋ）有效，只
要证明Ｆ∈Ｋ。与定理１３类似，只要证明 Ｆ的每个点生成
子框架属于Ｋ。不妨设Ｆ是由ｗ生成的有穷传递框架。显
然Ｆ的Ｊａｎｋｏｖ－Ｆｉｎｅ公式ＡＦ在Ｆ中某个模型Ｍ中ｗ上可
满足。考虑代入ｓ使得在ｗ上真的命题变元替换为ｔ，否则
替换为⊥。那么（ＡＦ）

ｓ在 Ｆ中 ｗ上有效，所以（ＡＦ）
ｓ

Ｔｈｃ（Ｋ），那么存在Ｋ中传递框架Ｇ使得（ＡＦ）
ｓ在某个状态

ｖ上有效，根据命题２可知，Ｇ中存在赋值 Ｖ使得 ＡＦ在 ｖ
上是真的。根据命题１４可得，Ｆ是Ｇ的ｐ－态射象，因为Ｋ
对满射互模拟象封闭，所以Ｆ∈ Ｋ。证毕。

四　向直觉主义逻辑的推广
前面关于框架类的常模态可定义性的刻画定理可进

一步向直觉主义逻辑推广。我们先对直觉主义逻辑及其

克里普克语义的基本概念进行解释。首先，直觉主义逻辑

与古典命题逻辑的语言相同。直觉主义逻辑的公式集合

Ｉｎｔ是由如下规则形成的：
Ａ：：＝ｐ｜⊥｜Ａ→Ｂ｜Ａ∨Ｂ｜Ａ∧Ｂ

否定定义为Ａ：＝Ａ→⊥。直觉主义的框架是有序对 Ｆ
＝（Ｗ，Ｒ），其中Ｒ是偏序关系，即满足自返性、传递性和反
对称性的二元关系。

一个模型Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ），其中Ｖ是赋值使得对每个命
题变元ｐ都有Ｖ（ｐ）对 Ｒ－后继封闭，即如果 ｗ∈Ｖ（ｐ）并
且Ｒｗｕ，那么ｕ∈Ｖ（ｐ）。除了如下关于蕴涵（及否定）的解
释，直觉主义公式的解释与古典命题逻辑相同：

（１）Ａ→Ｂ在Ｍ中状态 ｗ上是真的当且仅当对任何 ｕ
使得Ｒｗｕ都有Ａ在ｕ上是假的或Ｂ在ｕ上是真的。

（２）Ａ在Ｍ中状态ｗ真当且仅当对任何ｕ使得Ｒｗｕ
都有Ａ在ｕ上假。

在这种解释下，排中律Ａ∨Ａ不是有效的，这是直觉
主义逻辑的重要特点。全局真、有效性、可满足、可定义性

等其它语义概念的定义与模态逻辑中的定义相同。

直觉主义的常逻辑公式也是不含有命题变元的直觉

主义公式。这些公式有一个重要特点，它们在直觉主义逻

辑中的有效性与古典命题逻辑中重言式的概念重合，即任

何直觉主义的常逻辑公式 Ａ在所有直觉主义框架上有效
当且仅当它是古典命题逻辑的重言式［８］３５。

任给直觉主义框架类 Ｋ，令 ＴｈＩｎｔ（Ｋ）＝｛Ａ∈ Ｉｎｔ｜Ａ
在Ｋ中每个直觉主义框架上有效｝。令 ＴｈｃＩｎｔ（Ｋ）是所有
在Ｋ中每个直觉主义框架上有效的直觉主义常逻辑公式
的集合。下面考虑如何将模态逻辑中有穷传递框架类的

相对常模态可定义性结论推广至直觉主义逻辑。

命题１６［８］２８－３５：任何可被直觉主义的常逻辑公式集定
义的直觉主义框架类对不相交并、生成子框架和 ｐ－态射
封闭。

命题１７：任何可被直觉主义的常逻辑公式集定义的直
觉主义框架类也对满射互模拟象封闭（对直觉主义的常逻

辑公式归纳证明）。

为了将定理１５推广至直觉主义逻辑，我们需要考虑
Ｊａｎｋｏｖ公式。此外，由于直觉主义框架都是传递框架，这里
我们只需考虑有穷的由单个状态生成的直觉主义框架。

命题１８：对每个有穷的由单个状态生成的直觉主义框
架Ｆ，存在公式ＡＦ使得对每个直觉主义框架 Ｇ都有 ＡＦ在
Ｇ中可满足当且仅当Ｆ是Ｇ的某个点生成子框架的ｐ－态
射象。

该命题由前苏联逻辑学家 Ｊａｎｋｏｖ提出，它的证明较为
容易，这里略去［９］５８。由此我们可得到如下两条关于直觉

主义框架类的可定义性定理。

定理１９：任何直觉主义有穷框架组成的框架类Ｋ相对
于有穷框架的类可被某个直觉主义公式集定义当且仅当

它对不相交并、生成子框架和ｐ－态射象封闭。
证明：从左至右的方向由命题１６可得。反之，假设 Ｋ

满足封闭条件。可以证明 ＴｈＩｎｔ（Ｋ）定义 Ｋ。显然 Ｋ中所
有框架是ＴｈＩｎｔ（Ｋ）的框架。现在假设 Ｆ是有穷直觉主义
框架使得ＴｈＩｎｔ（Ｋ）中所有公式有效。类似于定理１５，利用
Ｆ的Ｊａｎｋｏｖ公式可证明所需结论。证毕。

定理２０：任何直觉主义有穷框架组成的框架类Ｋ相对
于有穷框架的类可被某个直觉主义常逻辑公式集定义当

且仅当它对不相交并和满射互模拟象封闭。

证明：利用命题１７以及Ｊａｎｋｏｖ公式，如果Ｋ满足所给
出的封闭条件，那么可以得到ＴｈｃＩｎｔ（Ｋ）定义Ｋ。于是可得
该定理的结论。证毕。

五　结论及问题
本文所研究的框架类可定义性问题是近４０年来模态

逻辑研究的重要基础问题。在哥德布拉特定理基础上，我

们考察框架类可被常模态公式集定义的刻画问题，得到了

明确的结论。这个结论还推广到有穷传递框架类的相对

常模态可定义性问题。进一步考虑克里普克语义下的直

觉主义逻辑，也可以得到两条关于有穷框架的框架类的相

对可定义性定理。然而，这个领域仍待逻辑学家进一步探
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索，现列出几个相关问题：

（１）任意一阶可定义的直觉主义框架类在直觉主义逻
辑中的可定义性问题。这个问题仍未得到解决。我们需

要研究类似于模态逻辑中超滤扩张的适合直觉主义逻辑

的框架构造，并证明有效性的保存定理以及它与其它框架

构造之间的联系。

（２）任意一阶可定义的直觉主义框架类的常逻辑公式
可定义性问题。正如我们从一阶可定义的模态框架类的

模态可定义性问题下降到常模态可定义性问题，也可以从

（１）研究的结论下降到直觉主义常逻辑公式可定义的
问题。

（３）哥德布拉特提出了常模态逻辑的典范性问
题［１０］１４９－１５７，所得到的结论如下：假设一个逻辑的框架类及

其补类都对ｐ－态射封闭，那么 Ｌ可被常模态公式公理化
当且仅当Ｌ是典范的，当且仅当 Ｌ是完全的，并且它的框
架类是初等的。这个定理显示了常模态公式层次上典范

性问题与可定义性问题的联系。如何将它推广至直觉主

义逻辑是未解问题。

可定义性理论不仅在上述普通的克里普克框架类上

考虑，还可以推广到广义框架。一个广义框架是三元组

（Ｗ，Ｒ，Ｐ），其中 Ｐ是 Ｗ的某些子集组成的集合并且满足
一定的封闭条件。这样普通的克里普克框架就是这类广

义框架的特殊情况。关于广义框架类在模态逻辑中的可

定义性问题，哥德布拉特已经给出一些结论［１１］４７，循着这些

结论可进一步研究直觉主义逻辑的可定义性问题。
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