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■ 逻辑今探　

基于 Ｋ４的超模态逻辑①

许春梅，刘壮虎
（北京大学 哲学系，北京１００８７１）

摘　要：Ｄ．Ｍ．Ｇａｂｂａｙ在“超模态逻辑理论：模态逻辑中的模转换”一文中建立了基于任意框架上的超模态逻辑语义

学以及第一个超模态逻辑 ｓ
ｉ。该文旨在于扩充语义学，将任意框架上的超模态逻辑语义学扩充到传递框架上，并尝试

构建一个Ｋ４以上的超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］，主要研究Ｋ４、Ｓ４超模态算子性质，特别是关于它叠置的归约问题。
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一　基于Ｋ４的超模态逻辑语义学
ＭｉｃｈａｅｌＧａｂｂａｙ将所有那些语词的逻辑含义依赖于它在公式中所出现的位置的语词称为“超”（ｈｙ

ｐｅｒ）语词。比如，超量词，同一量词在复合句中的不同位置而含义不同。又如，超模态词，同一模态词在
复合句中的不同位置而含义不同。Ｄ．Ｍ．Ｇａｂｂａｙ第一次对这类模态词作了系统地逻辑研究，提出了一

种超模态逻辑理论［１］，其理论的核心是“模转换”概念。通过“模转换”概念，他建立起了基于任意框架

上的超模态逻辑语义学，以及第一个超模态逻辑系统 ｓｉ。这一成果集中地包含在他２００２年所发表的

“超模态逻辑理论：模态逻辑中的模转换”中。本文的工作旨在于扩充语义学，将任意框架上的超模态

逻辑语义学扩充到传递框架上，并尝试构建一个 Ｋ４以上的超模态逻辑 Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］，主要研究 Ｋ４、Ｓ４超

模态算子性质，特别是关于它叠置的归约问题。

那么，是否可以用超模态逻辑的思想来刻画传递框架及其以上的框架类上超模态现象呢？原则上
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是可以的。Ｄ．Ｍ．Ｇａｂｂａｙ在“超模态逻辑理论：模态逻辑中的模转换”一文中提到 Ｋ４．３［Ｔ，Ｋ］，但是对
此并未作详细的讨论。然而，正如φＫ４（ｘ，Ｒ，ｙ）＝ｄｆ（ｎ≥１）ｘＲ

ｎｙ，我们没有办法将它用一阶的办法写
出，因而关于传递关系就很难在超模态逻辑与模态逻辑之间写出它们的翻译公式。这是一大难题。然

而，Ｋ４以上又有非常丰富的性质，比如，我们的认知基本上都是建立在传递框架以上的。不过，或许我
们可以避难就易，也就是说，当我们在讨论Ｋ４以上的所有框架时，我们不一定都要以 Ｋ框架作为讨论
的基础，也可以尝试以 Ｋ４（即传递框架）作为我们讨论问题的平台。特别说明，这一灵感源自于刘
壮虎。

令θ（Ｒ）表示Ｒ具有］性质。先定义具有θ性质的更为一般的语义框架，然后再定义具有传递性质

的框架。

定义１　［超模态逻辑语义框架］称四元组〈Ｗ，Ｒ，μ，ε〉是一个超模态语义框架，当且仅当，（１）Ｗ
是任意非空集；（２）Ｒ是 Ｗ上具有 θ性质的二元关系；（３）μ＝｛θ０，θ１，…，θｋ－１｝，其中，０≤ｉ≤ｋ－１；
（４）ε是一个模转换范式函数，即对每个０≤ｉ≤ｋ－１，都有：

当０≤ｉ≠ｋ－１时，ε（ｉ）＝ｉ＋１；
当ｉ＝ｋ－１时，ε（ｋ－１）＝ｒ，其中，ｒ∈｛０，１，…，ｋ－１｝；
因此，给定θ性质，实际就给定了框架性质。当θ（Ｒ）是Ｗ上的任意二元关系，则框架＜Ｗ，Ｒ，μ，ε

＞是任意框架；当θ（Ｒ）是Ｗ上的传递关系，则框架＜Ｗ，Ｒ，μ，ε＞是传递框架；当θ（Ｒ）是Ｗ上具有自

返且传递的性质，则框架＜Ｗ，Ｒ，μ，ε＞是自返传递框架。
下面定义传递框架上的超模态模型和满足关系等基本概念：

定义２　称五元组＜Ｗ，Ｒ，μ，ε，ｈ＞是一个超模态传递框架上的语义模型，当且仅当，（１）Ｗ是任
意非空集；（２）θ（Ｒ）是Ｗ上的传递关系；（３）μ＝｛θ０，θ１，…，θｋ－１｝，｜μ｜＝ｋ；（４）ε是一个模转换范式
函数，即对每个０≤ｉ≤ｋ－１，都有：

当０≤ｉ≠ｋ－１时，ε（ｉ）＝ｉ＋１；
当ｉ＝ｋ－１时，ε（ｋ－１）＝ｒ，其中，ｒ∈｛０，１，…，ｋ－１｝；

（５）ｈ是命题变元集Ｐ（ ）与Ｗ的笛卡尔积（Ｐ（ ）×Ｗ）到集合｛０，１｝上的映射，其中，记号“ ”表示

超模态语言，超模态语言与模态语言是相同的，而且它们的合式公式的形成规则也相同。

ｈ：Ｐ（ ）×Ｗ→ ｛０，１｝；
定义３　设 ＝＜Ｗ，Ｒ，μ，ε，ｈ＞是任一超模态传递框架上的模型，其中μ＝｛θ０，θ１，…，θｋ－１｝，０≤ｉ

≤ｋ－１，＜μ，ε＞是模转换范式。α是超模态公式，对于任意ｔ∈Ｗ，则满足关系ｔ＜ｉ０由下列规则定义：

（１）当α是命题变元ｐ时，ｔ ｉｐ当且仅当 ｈ（ｐ，ｔ）＝１。
（２）ｔ ｉα当且仅当 ｔ ｉ０。
（３）ｔ ｉα∧β当且仅当 ｔ ｉα且 ｔ ｉβ。

（４）ｔ ｉ□α当且仅当 ｓ（φ１（ｔ，ｓ）→ ｓ ε（ｉ）α）。
如果存在ｔ∈Ｗ，使得ｔ ０α，则称α在模型 上是可满足的。

定义４　设＜Ｗ，Ｒ，μ，ε，ｈ＞是任意基于传递框架上的超模态语义模型。对于任意 α∈Ｆｏｒｍ（ ），

其中，记号“Ｆｏｒｍ（ ）”表示超模态语言的合式公式集。如果对任意 ｔ∈Ｗ，都有 ｔ ０α，则称 α在模型
＜Ｗ，Ｒ，μ，ε，ｈ＞上是有效的，简记为＜Ｗ，Ｒ，μ，ε，ｈ＞ ０α。
定义５　设Ｆ是任意超模态语义的传递框架，α是任意公式，α在框架 Ｆ上有效，记作 Ｆ ０α，当且

仅当，对Ｆ上的任意赋值ｈ都有＜Ｆ，ｈ＞ ０α。
定义６　设 是任意传递框架类，α是任一公式，α在框架类 上有效，记作 ０α，当且仅当，对 上

的任意传递框架Ｆ都有Ｆ ０α。

６２
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定义７　对于任意传递框架类 ＝｛＜Ｗ，Ｒ，μ，ε＞｜Ｗ是任意的非空集，Ｒ是 Ｗ上的任意传递关
系，〈μ，ε〉是模转换范式｝。令 ＝｛α｜ ０α｝，则称 是超模态逻辑。如果公式 β∈ ，则称 β是超模

态逻辑 的定理。

二　超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］
这部分，我们将给出基于传递框架的超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。
定义８　给定传递框架类 ＝｛＜Ｗ，Ｒ，μ，ε＞｜Ｗ是任意的非空集，Ｒ是 Ｗ上的任意传递关系，＜

μ，ε＞是模转换范式｝，其中：

（１）μ＝｛φ０，φ１｝，且｜μ｜＝２；

（２）φ０＝φＴ（ｓ，Ｒ，ｔ）＝ｄｆｓＲｔ∨ ｓ＝ｔ；

φ０＝φｋ（ｓ，Ｒ，ｔ）＝ｄｆｓＲｔ；
（３）ε（０）＝１；ε（１）＝０；

令Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］＝｛α｜ ０α｝，则称Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］是超模态逻辑。如果公式 β∈Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］，则称 β是超

模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］的定理。

下面，以公式□ｐ→ｐ和□ｐ→□□ｐ为例，讨论公式在模型上的满足情况。

给定模型＜Ｗ，Ｒ，φ０，φ１，ε，ｈ＞，其中，Ｗ＝｛ａ，ｘ，ｙ｝，φ０＝｛＜ａ，ａ＞，＜ａ，ｘ＞，＜ａ，ｙ＞｝，φ１＝｛＜ｘ，

ｙ＞｝；ｈ（ｐ，ａ）＝ｈ（ｐ，ｘ）＝ｈ（ｐ，ｙ）＝１。

● 由ｈ（ｐ，ａ）＝１和 ｈ（ｐ，ｙ）＝１，所以 ａ ０ｐ和ｙ ０ｐ；

● 由ｈ（ｐ，ｘ）＝１和ｈ（ｐ，ｙ）＝１，所以 ｘ １ｐ且ｙ １ｐ。再由φ０＝｛＜ａ，ａ＞，＜ａ，ｘ＞，＜ａ，ｙ＞｝和

ε（０）＝１，得 ａ ０□ｐ；

● 由ａ ０ｐ和ａ ０□ｐ，得ａ ０□ｐ→ｐ；

● 由φ１＝｛＜ｘ，ｙ＞｝，ｙ ０ｐ以及ε（１）＝０，得ｘ １□ｐ；

● 由φ０＝｛＜ａ，ａ＞，＜ａ，ｘ＞，＜ａ，ｙ＞｝，ｘ １□ｐ和ｙ １□ｐ以及ε（０）＝１，得ａ ０□□ｐ；

● 由ａ ０□ｐ和ａ ０□□ｐ，得ａ ０□ｐ→□□ｐ；

定义９　［从超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］到模态逻辑 Ｋ４的翻译］我们定义两种从超模态逻辑 Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］

到模态逻辑Ｋ４的翻译τ０，τ１。对于任意ｉ＝０，１。

（１）τｉ（ｐ）＝ｐ，ｐ是命题变元。

（２）τｉ（Ａ∧Ｂ）＝τｉ（Ａ）∧ τｉ（Ｂ）。

（３）τｉ（Ａ）＝τｉ（Ａ）。

（４）τ０（□Ａ）＝τ１（Ａ）∧ □τ１（Ａ）。

（５）τ１（□Ａ）＝□τ０（Ａ）。

以公式 □２ｐ→□ｐ和□３ｐ→□２ｐ为例，它是如何翻译到模态逻辑Ｋ４上呢？

根据翻译定义，对于任意ｉ＝０，１都有：

（１）τｉ（ｐ）＝ｐ；

（２）τ０（□ｐ）＝τ１（ｐ）∧ □τ１（ｐ）＝ｐ∧ □ｐ；τ１（□ｐ）＝□τ０（ｐ）＝□ｐ；

（３）τ０（□
２ｐ）＝τ１（□ｐ）∧ □τ１（□ｐ）＝□ｐ∧ □□ｐ；τ１（□

２ｐ）＝□ τ０（□ｐ）＝□（ｐ∧ □ｐ）；

（４）τ０（□
３ｐ）＝τ１（□

２ｐ）∧ □τ１（□
２ｐ）＝□（ｐ∧ □ｐ）∧ □□（ｐ∧□ｐ）；τ１（□

３ｐ）＝□τ０
（□２ｐ）＝□（□ｐ∧ □□ｐ）；

所以，

７２
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τ０（□□ｐ→ □ｐ）＝τ０（□□ｐ）→ τ０（□ｐ）＝□ｐ∧ □□ｐ→ ｐ∧ □ｐ

τ０（□
３ｐ→□２ｐ）＝τ０（□

３ｐ）→τ０（□
２ｐ）＝□（ｐ∧□ｐ）∧ □□（ｐ∧ □ｐ）→□ｐ∧ □□ｐ

引理１表明在超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］和模态逻辑Ｋ４之间存在翻译定理。

引理１　令 ＝＜Ｗ，Ｒ，φ０，φ１，ε，ｈ＞，Ｗ是任意非空集，Ｒ是Ｗ上的任意传递关系，对于任意ｔ∈
Ｗ，Ａ是任意合适公式。令 ０和 １都是前面所定义的满足关系， 是模态逻辑 Ｋ４的满足关系。对于

任意ｉ∈［０，１］，下列成立：

ｔ ｉＡ当且仅当ｔ τｉ（Ａ）　　　　（）

证明：用结构归纳法。

（１）对于命题变元ｐ，ｔ ｉｐ当且仅当ｈ（ｐ，ｔ）＝１当且仅当 ｈ（τｉ（ｐ），ｔ）＝１当且仅当ｔ τｉ（ｐ）当且

仅当 ｔ ｐ，因此结论 （）成立。

（２）对于∧ 和 这两种情况，由归纳假设和翻译定义直接就可以得到结论。

（３）ｔ ０□Ａ当且仅当 ｓ（ｔＲｓ∨ ｔ＝ｓ→ ｓ １Ａ）当且仅当 （根据归纳假设 ）ｓ（ｔＲｓ∨ ｔ＝ｓ→
ｓ τ１（Ａ））当且仅当 ｔ τ１（Ａ）∧ □τ１（Ａ）当且仅当ｔ τ０（□Ａ）。

（４）ｔ １□Ａ当且仅当ｓ（ｔＲｓ→ ｓ ０Ａ）当且仅当 （由归纳假设）ｓ（ｔＲｓ→ ｓ τ０（Ａ）当且仅

当 ｔ □τ０（Ａ）当且仅当 ｔ τ１（□Ａ）。

定理１　□１＋２ｋｐ→ □２ｋｐ是超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］的定理，其中ｋ≥０。　　　 （）

证明：由于模态逻辑ＫＫ４，而超模态逻辑Ｋ［Ｔ
·
，Ｋ·］和Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］又分别与模态逻辑Ｋ和Ｋ４之间具

有翻译定理。又因为□１＋２ｋｐ→ □２ｋｐ∈Ｋ［Ｔ
·
，Ｋ·］，因此，□１＋２ｋｐ→ □２ｋｐ∈Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］。

定理２　□ｐ→□□ｐ是超模态逻辑Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］的定理。

证明：如不然，则存在模型 ＝〈Ｗ，Ｒ，φ０，φ１，ε，ｈ〉，ａ∈Ｗ，使得ａ ０□ｐ→□□ｐ。据翻译定理，ａ

τ０（□ｐ→□□ｐ），即ａ ｐ∧ □ｐ→□ｐ∧□□ｐ，于是，ａ ｐ∧□ｐ且ａ □ｐ∧□□ｐ，所以，ａ ｐ，ａ

□ｐ，且ａ □□ｐ。据ａ □□ｐ当且仅当ｘｙ（ａＲｘ∧ ｘＲｙ→ｙ ｐ）当且仅当ｘｙ（ａＲｘ∧ ｘＲｙ→
ｙ ｈ（ｐ））。由Ｒ具有传递性，所以，如果ａＲｘ∧ ｘＲｙ，那么，ａＲｙ。又因为ａ □ｐ当且仅当ｓ（ａＲｓ→ ｓ

∈ｈ（ｐ）），所以ｙ∈ ｈ（ｐ），这与ｙ ｈ（ｐ）相矛盾。故，命题成立。

引理２　□□ｐ→ ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

证明：τ０（□□ｐ→ ｐ）＝□ｐ∧ □□ｐ→ ｐ不是Ｋ４定理，据翻译定理，□□ｐ→ ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

引理３　ｐ→ □□ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

证明：τ０（ｐ→ □□ｐ）＝ｐ→ □ｐ∧ □□ｐ不是Ｋ４定理，据翻译定理，ｐ→ □□ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

引理４　□□ｐ→ □ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

证明：由于τ０（□□ｐ→□ｐ）＝□ｐ∧□□ｐ→ ｐ∧□ｐ，而公式□ｐ∧□□ｐ→ ｐ∧ □□ｐ不是Ｋ４

定理，据翻译定理，ａ ０□□ｐ→□ｐ，因此，□□ｐ→□ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

定理３　□ｐ→ □ｋｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

证明：施归纳于ｋ≥０。

（１）当ｋ＝０时，□ｐ→ ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，显然。

（２）假设ｋ＝ｈ＞０，是偶数，则有□ｐ→ □ｈｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。由翻译定理，τ０（□ｐ→ □

ｈｐ）∈ Ｋ４，即

τ０（□ｐ→□
ｈｐ）＝ｐ∧□ｐ→□

ｈ
２ｐ∧□

ｈ＋１
２ ｐ∧…∧□ｈｐ是Ｋ４定理，其中，ｈ２表示ｈ除以２所得的商的

整数，例如
５
２＝２，

８
２＝４。由于ｈ是偶数，所以，□

ｈ
２ｐ＝□

ｈ＋１
２ ｐ。根据Ｋ４传递性，□ｈｐ→□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４，

８２
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则□ｈｐ→□ｈｐ∧□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４。于是，□
ｈ
２ｐ∧ □

ｈ＋１
２ ｐ∧…∧ □ｈ－１ｐｐ∧ □ｈｐ→ □

ｈ
２ｐ∧ □

ｈ＋１
２ ｐ∧…

∧ □ｈ－１ｐｐ∧□ｈｐ∧□ｈ＋１ｐ＝τ０（□ｈｐ→ □ｈ＋１ｐ），是 Ｋ４定理，据翻译定理，□ｈｐ→□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，

Ｋ·］。由假设和三段论，□ｐ→□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。

（３）假设ｋ＝ｈ＞０，是奇数，则有□ｐ→□ｈｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。由翻译定理，τ０（□ｐ→□

ｈｐ）∈Ｋ４，即τ０

（□ｐ→□ｈｐ）＝ｐ∧□ｐ→ □
ｈ
２０ｐ∧□

ｈ＋１
２ ｐ∧…∧□ｈｐ是 Ｋ４定理。由于 ｈ是奇数，根据 Ｋ４传递性，

□
ｈ
２０ｐ→ □

ｈ＋１
２ ｐ∈ Ｋ４，□

ｈ＋１
２ ｐ→□

ｈ＋２
２ ｐ∈ Ｋ４，…，□ｈｐ→□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４。于是，□

ｈ
２０ｐ∧ □

ｈ＋１
２ ｐ∧…

∧□ｈ－１ｐｐ∧□ｈｐ→ □
ｈ＋１
２ ｐ∧□

ｈ＋２
２ ｐ∧…∧□ｈ－１ｐｐ∧□ｈｐ∧□ｈ＋１ｐ＝τ０（□

ｈｐ→□ｈ＋１ｐ）∈ Ｋ４，据翻

译定理，□ｈｐ→□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。由假设和三段论，□ｐ→□ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］。

定理４　□２ｋｐ→□１＋２ｋｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，其中ｋ≥１。

证明：施归纳于ｋ≥１。
（１）当ｋ＝１时，τ０（□

２ｐ→□３ｐ）＝□ｐ∧□２ｐ→□ｐ∧□２ｐ∧□３ｐ∈ Ｋ４。据翻译定理，□２ｐ

→□３ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。

（２）假设ｋ＝ｈ≥１时，□２ｈｐ→ □１＋２ｈｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。据翻译定理，τ０（□

２ｈｐ→ □１＋２ｈｐ）∈ Ｋ４，即

□ｈｐ→ □ｈ＋１ｐ∧…∧□２ｈｐ→□ｈｐ→ □ｈ＋１ｐ∧…∧□２ｈｐ∧□２ｈ＋１ｐ∈ Ｋ４。使用一次必然化规则，
得□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋１＋１ｐ∧…∧□２ｈ＋１ｐ→ □ｈ＋１ｐ∧ □ｈ＋１＋１ｐ∧…∧□２ｈ＋１ｐ∧□２ｈ＋１＋１ｐ∈ Ｋ４。由于

□２ｈ＋２ｐ→□２ｈ＋３ｐ∈ Ｋ４，所以，□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋１＋１ｐ∧…∧□２ｈ＋１ｐ∧ □２ｈ＋２ｐ→□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋１＋１ｐ∧
…∧□２ｈ＋１ｐ∧ □２ｈ＋２ｐ∧□２ｈ＋３ｐ∈ Ｋ４。由于□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋１＋１ｐ∧…∧□２ｈ＋１ｐ∧ □２ｈ＋２ｐ→□ｈ＋１ｐ

∧□ｈ＋１＋１ｐ∧…∧□２ｈ＋１ｐ∧ □２ｈ＋２ｐ∧□２ｈ＋３ｐ＝τ０（□
２（ｈ＋１）ｐ→□１＋２（ｈ＋１）ｐ）∈ Ｋ４。据翻译定理，

□２（ｈ＋１）ｐ→□１＋２（ｈ＋１）ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，即当ｋ＝ｈ＋１时，结论也成立。

推论１　□２ｋｐ→ □１＋２ｋｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，其中ｋ≥ １。

证明：由定理 １和定理４，据等值构成，有□２ｋｐ □１＋２ｋｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，其中ｋ≥ １。

定理５　 □２ｋｐ→□２ｋ＋２ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，其中ｋ≥ １。

证明：施归纳于ｋ≥ １。
（１）当ｋ＝１时，τ０（□

２ｐ→□４ｐ）＝□ｐ∧ □□ｐ→ □２ｐ∧ □３ｐ∧ □４ｐ∈ Ｋ４，据翻译定理，□２

ｐ→□４ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。

（２）假设ｋ＝ｈ时，□２ｈｐ→□２ｈ＋２ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，据翻译定理，τ０（□

２ｈｐ→□２ｈ＋２ｐ）∈ Ｋ４，即□ｈｐ

∧ □ｈ＋１ｐ∧ …∧ □２ｈｐ→ □ｈｐ∧ □ｈ＋１ｐ∧ …∧ □２ｈｐ∧ □２ｈ＋１ｐ∧ □２ｈ＋２ｐ∈ Ｋ４。使用一次必然
化规则，得□ｈ＋１ｐ∧ □ｈ＋１＋１ｐ∧ …∧ □２ｈ＋１ｐ→□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋１＋１ｐ∧ …∧ □２ｈ＋１ｐ∧ □２ｈ＋１＋１ｐ∧
□２ｈ＋２＋１ｐ∈ Ｋ４。由于□２ｈ＋２ｐ→□２ｈ＋４ｐ∈ Ｋ４，所以，□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋２ｐ∧ …∧□２ｈ＋１ｐ∧□２ｈ＋２ｐ→
□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋２ｐ∧ …∧□２ｈ＋１ｐ∧□２ｈ＋２ｐ∧□２ｈ＋３ｐ∧□２ｈ＋４ｐ∈ Ｋ４。由于□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋２ｐ∧ … ∧
□２ｈ＋１ｐ∧□２ｈ＋２ｐ→□ｈ＋１ｐ∧□ｈ＋２ｐ∧ …∧□２ｈ＋１ｐ∧□２ｈ＋２ｐ∧□２ｈ＋３ｐ∧□２ｈ＋４ｐ＝τ０（□

２（ｈ＋１）ｐ→

□２（ｈ＋１）＋２ｐ）∈ Ｋ４。据翻译定理，□２（ｈ＋１）ｐ→□２（ｈ＋１）＋２ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，即当ｋ＝ｈ＋１时，结论也成立。

引理５　 □２ｋ＋２ｐ→□２ｋｐ→ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，其中ｋ≥１。

证明：施归纳于ｋ≥１。

（１）当ｋ＝１，由于τ０（□
４ｐ→□２ｐ）＝□２ｐ∧ □３ｐ∧□４ｐ→□ｐ∧□２ｐ Ｋ４，据翻译定理，□４ｐ

→□２ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

（２）假设ｋ＝ｈ时，□２ｈ＋２ｐ→□２ｈｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］，即存在一个模型 ＝＜Ｗ，Ｒ，φ０，φ１，ε，ｈ＞，ａ∈Ｗ，

使得ａ ０□
２ｈ＋２ｐ→□２ｈｐ，据翻译定理，ａ τ０（□

２ｈ＋２ｐ→□２ｈｐ），即ａ □ｈ＋１ｐ∧ …∧□２ｈ＋２ｐ，且ａ

９２
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□ｈ＋１ｐ∧ …∧□２ｈｐ。用反证法。假设当ｋ＝ｈ＋１时，□２（ｈ＋１）＋２ｐ→□２（ｈ＋１）ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，据翻译

定理，那么，对于任意模型 ＝＜Ｗ，Ｒ，φ０，φ１，ε，ｈ＞，任意 ｔ∈Ｗ，都有 ｔ τ０（□
２（ｈ＋１）＋２ｐ→□２（ｈ＋１）ｐ）

当且仅当 ｔ □ｈ＋１ｐ∧…∧□２ｈ＋２ｐ∧□２ｈ＋３ｐ∧□２ｈ＋４ｐ且ｔ □ｈ＋１ｐ∧ … ∧□２ｈ＋２ｐ，这与假设存在ａ，

使得 ａ □ｈ＋１ｐ∧ …∧□２ｈ＋２ｐ相矛盾。故当ｋ＝ｈ＋１时，□２（ｈ＋１）＋２ｐ→□２（ｈ＋１）ｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

推论２　 □２ｋ＋２ｐ□２ｋｐ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］，其中ｋ≥１。
证明：由定理 ５和引理 ５，得证。
根据推论 １和推论 ２，可以得到超模态算子□连续叠置的归约情况（其中ｋ≥ １）：
－，□，□□，□□□，…，□２ｋ

，□，□□，□□□，…，□２ｋ　　　（）
如果引入□的对偶算子◇，由于 □ｐ＝ｄｆ◇ｐ，则（）实际相当于：

，◇，◇◇，◇◇◇，…，◇２ｋ

下面两个命题表明必然化规则和等值替换规则在超模态逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］中不成立。不过，定理６则
证明了逻辑Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］有□２ｋ－规则。所谓□２ｋ－规则，是指如果公式 Ａ是超模态逻辑 Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］的定
理，那么，□２ｋＡ也是定理，其中 ｋ≥０。

命题１　［必然化规则不成立］存在公式Ａ，使得Ａ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，且 □Ａ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。

证明：只需举一反例。因为τ０（□ｐ→ｐ）＝ｐ∧□ｐ→ｐ是Ｋ４定理，据翻译定理，□ｐ→ｐ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，

Ｋ·］。而τ０（□ （□ｐ→ｐ））＝（□ｐ→ｐ）∧ □（□ｐ→ｐ）不是Ｋ４定理，据翻译定理，□（□ｐ→ｐ） Ｋ４

［Ｔ·，Ｋ·］。
定理６　对任意公式Ａ，如果Ａ∈ Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］，那么□２ｋＡ∈ Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］，其中 ｋ≥ ０。

证明：用施归纳于ｋ≥０。
（１）当 ｋ＝０时，显然。
（２）假设ｋ＝ｈ，有□２ｈＡ∈ Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］，据据翻译定理，τ０（□

２ｈＡ）∈ Ｋ４，多次用必然化规则，可得

□τ０（□
２ｈＡ），□２τ０（□

２ｈＡ），都是 Ｋ４定理。用合取原则，□τ０（□
２ｈＡ）∧ □２τ０（□

２ｈＡ）＝τ１（□
２ｈ＋１

Ａ）∧ □τ１（□
２ｈ＋１Ａ）＝τ０（□

２ｈ＋２Ａ），是Ｋ４定理。由翻译定理，□２（ｈ＋１）Ａ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］。

命题２　［等值替换规则不成立］存在公式Ａ，Ｂ，使得Ａ Ｂ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，但 □Ａ□Ｂ Ｋ４［Ｔ·，

Ｋ·］。

证明：由于Ｔ Ａ∈ Ｋ４［Ｔ
·
，Ｋ·］，所以，Ａ∈ Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］。据翻译定理，有□Ａ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］。因此，

□Ｔ□Ａ Ｋ４［Ｔ·，Ｋ·］成立。

三　结　语
本文的主要工作是对超模态语义学作扩充，其创新之处就是在传递框架上讨论 Ｋ４以上的超模态

现象，通过建立起与Ｋ４模态逻辑间的翻译定理，从而实现了对一大类传递框架上的超模态逻辑的讨
论。与超模态逻辑 ｓｉ，相同，超模态逻辑Ｋ４［Ｔ

·
，Ｋ·］不是框架完全的［１］。
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