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逻辑：表达力与复杂性之间的平衡①

朱建平
（苏州大学 政治与公共管理学院，江苏 苏州２１５１２３）

摘　要：一种语言的表达力（或可表达性）是指在那种语言中能够被表达或者被沟通的思想的幅度，或指在那种语

言中可表达的思想的范围。它可进一步分为理论表达力和实践表达力。理论表达力支配着处理语言和它的意义的形式

描述的数学和逻辑，它们包括形式语言理论，数理逻辑和程序代数。在非形式的讨论中，该术语经常是在第二种涵义上

被使用的，例如在讨论逻辑编程语言时情况往往就是如此。逻辑学家们经常基于逻辑在表达力和复杂性方面的一些特

征做出选择。
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逻辑的主要任务是研究定义、推理或证明（或计算）。但是逻辑语言和形式系统的构造往往要求在

表达力和复杂性之间获得一种平衡。一般说来，一个形式系统能够表达的东西越多，这一形式系统的例

举也就变得越难理解。判定问题由此变得难以回答，甚至最终成为不可判定的。从历史上看，起源于类

型论的一阶逻辑，为了获得可公理化以及模型之间的更好的转换性质而放弃了表达力。同样的现象也

出现于稍后的从一阶逻辑到模态语言的转换。这种转换体现为放弃更大的表达力，但却收获了可判定

性，以及为模态语言发现一种良结构不变性，即互模拟性。

显然，作为逻辑系统具有反变关系的这样一组概念，逻辑学家经常要在表达力和复杂性之间做出取

舍。不仅如此，在涉及何为逻辑、逻辑是一元的还是多元的、如何评价一种逻辑理论的优劣、逻辑系统之

间的元逻辑性质比较等问题上，都会以种种形式与这对概念发生关系。本文以一阶与二阶逻辑为例，从
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数学哲学和语言哲学的角度分析逻辑在表达力和复杂性方面的一般特征，以及不同的逻辑学家面对表

达力和复杂性问题时的不同选择。

１　一阶逻辑与二阶逻辑
首先应当说明的是，与大多数一阶学科的科学不同，逻辑本质上并不是一阶学科。这里的一阶学科

指的是物理学、化学、生物学、地质学、地理学、经济学、心理学、社会学等，它们解释实在的一个特定的领

域，因而它们是直接关系到世界的。尽管这些学科中也有某些属于二阶学科的方法论的考虑，本质上它

们仍属于一阶学科。按照这样一种用法，逻辑、数学和哲学都不是一阶学科。这并不是说这些学科不是

关于世界的，而是说它们是关于世界的二阶性质或概念的。但既然逻辑不是一门一阶学科，它为什么又

称为一阶逻辑呢？

“一阶”主要是与语言有关的。一语言是一阶的，仅当它含有一阶变项而无其他变项。一个语言是

二阶的仅当它含有一阶和二阶变项而无其他变项。一个语言是高阶的，当且仅当它是二阶的。

一阶形式语言的研究被称为一阶逻辑，或者初等逻辑。一阶逻辑是最简单、最富应用性的现代逻辑

的分支。作为一种自然的或者直觉上给定的逻辑。不论是日常自然语言的论证还是来自于数学的论证

都广泛采用了一阶语言的论证模式。一阶逻辑是研究有效性的好的工具。一阶语言也捕捉到了自然语

言语义学的某些重要特征，所以一阶语言逻辑也是研究自然语言语义学的工具。作为一个逻辑系统，它

构成了现代逻辑的基础和大部分的内容。一阶逻辑有一个被良好研究的证明论和模型论，有若干有趣

的性质：根据哥德尔完全性定理，一阶逻辑是一个有完全、可靠、而又能行的演绎系统 Ｄ：如果 Ｔ由某个
一阶语言中的公式组成并且Ｇ是该语言中的单个公式，那么Ｇ在Ｄ中从Ｔ可推演当且仅当Ｔ的任一模
型都满足Ｇ。由此可见，一阶逻辑是紧致的。对于由一阶公式组成的任一集合Ｔ而言，如果Ｔ的任一有
限子集都可满足，那么Ｔ也是可满足的。

但是，一阶逻辑在表达力，尤其是在表达数学家们研究的许多概念方面是能力有限的。根据下降的

雷文海姆—斯科伦定理，如果由一阶公式组成的有限或可数无限集 Ｔ为某个无限模型（个体域为无限
集的模型）所满足，那么Ｔ也为某个以众自然数为个体域的模型所满足。根据上升的雷文海姆—斯科
伦定理，如果Ｔ是由一阶公式组成的集合并且对各个自然数 ｎ而言，它为至少有 ｎ个个体的模型所满
足，那么对于各个无限基数ｋ，Ｔ也一定为某个个体域基数是ｋ的模型所满足。

这些结果有时称为“局限性定理”，因为它们表明一阶语言在表达资源上的限制。诸如有限性、可

数性和良基性等许多中心数学概念都不能在任何一个一阶语言中得到表达，自然数集、实数域以及欧几

里得空间等结构也都不能得到充分的描述。

二阶逻辑是一阶逻辑的扩展，而一阶逻辑则是命题逻辑的扩展，高阶逻辑是二阶逻辑和类型论的真

扩展。

一阶逻辑在表达力方面的局限性与它仅涉及个体变元（话域中的元素）的量化有直接关系。二阶

逻辑的量词除涉及个体之外，还涉及关系。例如，二阶语句Ｒｘ（ｘ∈Ｐ∨ｘＰ）表达的是对每一个体
的一元关系（或集合）Ｐ，以及每一个体ｘ，ｘ或者在Ｐ中，或者不在Ｐ中（排中律）。二阶逻辑也包括涉及
量化函项。

具体地说，与一阶逻辑不同，二阶或者高阶逻辑主要体现为一种语言上的扩展。这种扩展分为两个

方向：第一个方向与由非逻辑专门名词组成的集合 Ｋ有关，它们包括二阶变项、非逻辑谓词、关系和函
项名称；第二个方向包含关系的关系、谓词的函项、函项的函项等实体引进的变项。伴随着语言的扩展，

二阶逻辑在表达力方面明显增强，尤其是在捕捉中心数学结构及概念的能力方面是一阶逻辑难以企

及的。

二阶逻辑的语义学确立了每一个句子的意义。与一阶逻辑只有一种标准语义学不同，二阶逻辑有
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两种不同的语义学：标准语义学和亨金语义学。这两种中的任意一种，在解释一阶量词和逻辑连接词方

面没有什么不同，只是在涉及二阶变元的解释方面二者有所不同。

在标准语义学（也称为完全语义学）中，量词只涉及适当类型的所有集合和函项。因而一旦一阶变

元的论域被确定，那么其余量词的意义也就被确定。正是这些语义学给出了二阶逻辑的表达力。

在亨金语义学中，每一种类型的二阶变元有它自己的特定论域，这些论域可以是那些类的所有的集

合或者函项的适当子集。配有亨金语义学的二阶逻辑，亨金定义了这些语义学并证明了对一阶逻辑成

立的哥德尔完全性定理和紧致性定理。这是因为亨金语义学几乎等同于多类一阶逻辑语义学，这其中

附加的变元类型被增加以模拟二阶逻辑的新变元。具有亨金语义学的二阶逻辑并没有超过一阶逻辑的

表达力。

二阶逻辑的演绎系统是一推理规则和逻辑公理的集合，该集合确定何种公式序列构成一有效的证

明。对二阶逻辑而言若干有效的公理系统可以被使用，尽管对标准语义学而言它们都是不完全的。这

些系统的可靠性意味着任何一个它们能够被用于证明的句子在适当的语义学中是有效的。能够被使用

的最弱的演绎系统由标准的一阶逻辑（如自然演绎）的演绎系统加二阶词项的替代规则组成。这样一

种演绎系统通常用于二阶算术的研究。

２　二阶逻辑的表达力与复杂性
首先，二阶和高阶语言有远强于一阶语言的表达力，在一阶刻画中缺乏的数学概念在二阶语言中都

有充分的刻画。例如，存在着一个二阶公式ＦＩＮ（Ｘ）在一结构中可满足当且仅当指派到 Ｘ的集合是有
穷的。这方面的例子包括自然数、实数、欧几里德空间以及集合论。再如，如果论域是所有实数的集合，

人们能够在一阶逻辑中断定每一个实数的加法的逆运算的存在，并将其写为ｘｙ（ｘ＋ｙ＝０）。但
是人们需要用二阶逻辑断定实数集的最小上确界性质，该性质说每一实数的有界的、非空集合有一上确

界。如果这论域是所有实数的集合，下列二阶语句表达了最小上确界性质：

（ Ａ）（［（ ｗ）（ｗ∈ Ａ）∧ （ ｚ）（ ｕ）（ｕ∈ Ａ→ ｕ≤ ｚ）］

→ （ ｘ）（ ｙ）［（ ｗ）（ｗ∈ Ａ→ ｗ≤ ｙ） （ｘ≤ ｙ）］）
这一公式是“每一非空的、有界集合Ａ有一个最小上确界”的语句的直接的形式表达。最小上确界

性质不可能被任何在一阶逻辑中的句子的集合所表达，因为实数是适宜于同构满足这种性质的唯一的

有序域，反之，按照紧致性定理，在实数中一阶语句有效性的集合有任意大的模型。

再如，在二阶逻辑中，人们可以形式地表达“论域是有穷的”或者“论域是可数基数”这样的句子。

为了说出域是有穷的，人们使用“每一从域到其自身满射函项是内射”这样的句子来表达。为了说出域

有可数基数，人们使用句子“在每两个域的无穷子集之间存在着一个双射”来表达。由此推出在一阶逻

辑中是不可能描述有穷性和可数性的紧致性定理和向上的雷文海姆 －斯科伦定理的。一般地说，二阶
语言和高阶语言允许语言学家对许多超出一阶语言的语言学结构进行模化。

另一方面，二阶语言的表达力的丰富是有代价的。二阶逻辑不是紧致的，二阶逻辑对雷文海姆—斯

科伦定理是失效的。向上的雷文海姆－斯科伦定理失效，因为在那里存在着一个自然数的范畴特征描
述ＡＲ。每一ＡＲ的模型是可数有穷的。向下的雷文海姆－斯科伦定理失效，因为存在着一个实数的二
阶范畴特征描述ＡＮ，每一个ＡＮ的模型有一个连续的基数，且是不可数的。这些特征的推论和哥德尔
不完全性定理表明二阶逻辑是不完全的。对二阶逻辑不存在一个有效、完全和可靠的演绎系统。

二阶逻辑是高度复杂的，在某些方面是深奥难懂的。在没有可靠性和递归可数的演绎性方面，二阶

逻辑是内在不一致的。的确，二阶逻辑的真并不在分析的等级层列之中。

二阶逻辑后承的难解性是二阶语言表达力的一个直接和不可避免的后果。在一种意义上，逻辑后

承的非形式概念是与语句（命题）意味着什么以及语言的词项指称是什么联系在一起的。因而，如果形
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式语言的目的是为了捕捉非形式的数学话语的语义学内容，特别是，为了复制指称和可满足的概念———

因为非形式的数学话语似乎在刻画诸如有限和结构、自然数和实数等方面有资源，而我们的形式语言应

当有这方面的表达力———那么，一般认为，二阶语言的难解性和丰富性就是数学语言的丰富性和难解性

的一个后果。从这一观点看，人们应当认为数学和逻辑是一个无间隙的整体，在二者之间不可能划出一

条直截了当的界限。

３　来自数学哲学支持和反对高阶逻辑的论证
面对表达力和复杂性带来的二难选择甚至数学家也深感困惑。库勒斯典型地描述了这一情形：

“众所周知，一阶语言对于表达数学家研究的许多概念能力有限，并且一阶逻辑（拥有）一个开发广泛而

解释充分的模型论。另一方面，丰满的二阶逻辑拥有处理数学概念所必须的全部表达力。”［１］

高阶逻辑的拥护者认为，要捕获非形式数学语言的语义，一个逻辑系统应当登记数学结构及概念的

常规描述和交流。迫切需要的是形式语言的表达资源应当跟它模拟的数学讨论相匹配。王浩也采取了

一种类似的方针：“当我们感兴趣于集合论或者经典分析时，雷文海姆－斯科伦被认为一阶逻辑中的一
种缺点……不是说一阶逻辑是唯一可能的逻辑，相反它说的是我们在某种意义上不实现不可数这一概

念时，它是唯一可能的逻辑。”［２］１５４

克雷塞尔在界定二阶公理化数学理论的某些认识论特征时说，他信赖无限多条经由一个公理模式

呈现出来的公理是不自然的。例如，假如询问某人他为什么相信一阶实分析完全性模式的各个的实例

对实数成立。这位理论家无法为无限多条公理一一给出独立的理由。他也不能断言这模式刻画了实

数，因为正如已经看到的那样，任一个一阶理论都不能刻画这一结构。克雷塞尔认为，数学家们相信这

模式的实例的理由就在于，各个实例都可从单个的二阶完全性公理推出。在模式的实例上的非形式概

括并不显然就比性质或集合在二阶公理中述说清楚的概括更不成问题［３］１３８－１８６。

丘奇在他对二阶逻辑的处理时曾经写道：“我们关于一组公式的（标准二阶）后承的定义可以说是

与……处理经典数学的要求并无本质的不同……真的，能行性的后承概念……预设某种绝对的、所有关

于个体的命题函项的概念。但这也是在经典数学中预设的。”［４］１５６

巴威思也阐述了类似的思想：“在基础逻辑的学科中，我们试图对体现于作为逻辑常项的‘逻辑概

念’与作为数学概念的其他概念之间做出区别。关于是否存在着这样一条界限，或者是否所有的数学

概念有它们自己的逻辑的问题，不存在这条区分线画在何处的问题……作为一个逻辑学家，一方面，说

服人们相信逻辑是一阶的，另一方面，又说服人们相信一阶逻辑难以捕捉到现代数学中几乎所有的概

念，这样做是在危害逻辑的事业。”［５］５巴威思得出的结论是，不可能再回到逻辑是一阶的观点中去。

哲学家也有理由使得逻辑较容易被处理，或者至少比起二阶后承关系要更容易处理。有一种久已

存在的观点，逻辑不应有本体论和形而上学的预设。如果这一点难以做到，那么至少这种预设应保持在

最低限度。逻辑后承仅仅取决于逻辑小品词的意义。后承关系应当是透明的，潜在明显的。

作为一阶逻辑的直言不讳的支持者，蒯因反对二阶逻辑。他认为：“大部分的逻辑推理发生在并不

预设抽象实体的层面上。这种推理主要是通过量词理论（即一阶逻辑）来进行的。它们的法则能够通

过不涉及对类变元的量化来表达。通常按照类、关系甚至偶数所明确表达的大多数内容，都可以在量化

理论的模式内被重新表述。”［６］６８蒯因后来论述道：二阶逻辑并不是逻辑，而是伪装的集合论，是披着羊

皮的狼。

当代逻辑学家提出了一种妥协方案，他们设想在一阶逻辑和二阶逻辑之间存在着一种发展逻辑的

可能性。哲学家试图在这两种极端之间寻找一种路径，一种不像一阶逻辑那么弱，但至少保留分析性和

透明性这种传统的可欲之物。正式地说，逻辑学家希望逻辑系统比起一阶逻辑应有更强的表达力，但是

不像二阶逻辑那样难以理解。这就是当代逻辑学家从事逻辑研究的动机之一。
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正如我们后面要指出的，联系到一阶与二阶逻辑优与劣的争论的更深层次的问题涉及一个好的逻

辑理论的性质是什么，进而，又涉及逻辑理论的目标和目的，涉及逻辑理论被认为应当完成什么。

如果逻辑是一种演算，是推理有效性的标准，那么二阶逻辑超出了逻辑的范围。另一方面，如果人

们的目的是编辑正确推理必须遵循的标准，是刻画描述性和交际性的非形式的数学实践的能力，那么二

阶逻辑就有存在的空间。

４　来自语言哲学支持和反对高阶逻辑的论证
当语言哲学家在考虑一个特定的逻辑理论时，他们往往特别关注两个问题：首先，是否理论在便利

地刻画它的突出问题时其表达力是足够的；其次，是否理论在实施它的推理行为时其推理能力是足够

的。如果我们所关心的是实施有效的推理，那么人们希望避免一种理论，该理论有足够强的表达力以至

于它们的定理不是递归可数的。根据这种标准一阶系统比起高阶系统更为可取。

不幸的是，在自然语言语义学的情况下，单就一阶逻辑自身而言，它还不能够提供所要求的上述特

征。对我们的目的而言它的表达力是不够充分的，这就是张力形成的根源之所在。因为当一个理论的

表达力增强时，它的推理能力也相应的增强。例如，表达集合和关系的性质的能力是由进入到高阶理论

的方式实现的。有些人可能认为这样做是很自然的，尽管事实是这样一个系统的定理不是递归可数的。

然而如果人们所关心的是形式表达力以及相关的计算问题，那么我们将会重新考虑是否需要一个

高阶逻辑的全部表达力。例如，我们可能不需要表达关于所有集合的性质和关系，而仅仅只需要其中的

一部分。如果是这样的话，我们就不需要高阶逻辑的全部表达力。我们能够针对当下的问题构造一种

逻辑系统，在该系统中它的定理是递归可数的。

以形式语义学为例，精细化内涵逻辑采纳了高阶逻辑的处理，而柯里类型性质理论则给出了一种较

弱的形式陈述，该陈述能够表达适宜于自然语言语义学的性质和关系，而无需对一种高阶系统做出明显

的承诺。

４．１　支持高阶理论的论证
赞成对自然语言语义学使用高阶逻辑的标准论证认为：对任何一种自然语言语义学的一般理论而

言，一阶逻辑似乎是不够充分的，因为它没有充分的表达力。例如，它没有模态概念、内涵概念或者类型

概念。对于一个可行的语义学理论而言，这些都是一些必备的要素。这些关切能够通过接纳一种更有

力的理论来满足。

诸如蒙太格这种内涵理论通过提供对类型、模态、内涵性、时态以及回指问题的处理而避免了一阶

逻辑的弱点。按理说，如果我们在逻辑的表现方面寻求一种能达到形式简单而又统一的效果的话，高阶

逻辑的使用就是自然而然的。也许正是基于这样的理由，尽管这一系统的定理集不是递归可数的，高阶

逻辑系统毕竟已经支配了自然语言语义学的研究领域。

假定了内涵逻辑模型的组合性，以及自然语言以组合方式转换为内涵逻辑，甚至有可能取消逻辑作

为一个表征层面，而只考虑自然语言在集合论的表征。因为集合论为数学提供了基础，这也意味着任何

一个能被数学表达的概念也能被集合论所捕捉到。只要能够发现一个适宜的“编码”，数学的充分资源

就能够解决任何语义学问题。

最后，如果我们为了处理比例基数（ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ）量词而引入算术的话，那么你就必须接
纳一种强有力的理论，而不考虑这种理论是一阶的还是高阶的，也不考虑定理是否是递归可数的。这一

结果与我们是否用关于集合的量化来表达基数性量词无关。

４．２　反对高阶理论的论证
如果我们的兴趣在于建立一种实用的自然语言系统，那么就应当适当考虑一种语义理论的计算性

质问题。一般而言，像蒙太格的内涵逻辑以及其他高阶逻辑这样有力的逻辑不是递归可数的，即我们不

９２
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能发现所有的定理的证明。这是这类系统的一个不令人满意的性质。即便如此，人们也会认为这不是

避免使用这种有力的逻辑的充分理由。不完全性的问题可以在大多数实用考虑的情况下通过诸如对一

公式的最大长度施加上界（ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ）计算设计而避免。但仍存在一些反对高阶逻辑适当性的观点。
有些语言哲学家认为以上给出的有力理论的可接受性和适当性的论证不能应用于自然语言分析的

其他方面。有些人认为最有力的理论应当应用于句法的研究，因为它是最有力的理论，因而能够表达它

希望表达的任何语法关系。从科学方法论的观点来看，人们倾向于认同能说明经验材料的较弱的理论，

因为这样的理论因其使用较少的假说而具有较大的理论解释力。

进一步地说，在某些如集合论这样的一般目的的理论中，偶然给出一个适当结果并不必然意味着我

们已经理解了问题的真正本性，或者用具有真知灼见的术语捕捉到了现象。比如说用集合论的概念编

码０为空集可能会与我们所希望的目的相混淆。空集也可以作为偶素数集合概念的指称。编码为集合
论概念可能使事实上有区别的思想简单地混为同一个东西。

对一个特定的问题可能难以发现一个好的编码。如果这一编码并没有将某些相关现象纳入其中，

那么编码所使用的基本理论就难以精确地捕捉到概念。进而人们退而求其次，寻求一种略逊一筹的解

决，而这只是因为容易表达罢了。事实上，决定采纳某些有力的一般目的的理论可能会对分析施加某些

动机不明的限制。在内涵逻辑中的内涵性的处理可能就是这种情况。

作为一种接纳高阶理论的替代方案，我们可以取一种较弱的系统，通过增加类型、模态和内涵性而

增强其表达力。进而所提出的问题就是有多少种手段可输入于相对简单的逻辑而不产生一个像内涵逻

辑或集合论这样的有力理论的系统的问题。进而支持和反对高阶逻辑的论证可被描述为：在接纳一个

现存的逻辑或者建构一个为特定问题量身定做的逻辑之间做出选择的问题。
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