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包含选择名字的 BP<P逻辑初探
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摘5要#提出于 !#世纪的 BP<P理论是以分支时间*非决定论与自由选择为哲学前提的一类行动逻辑% 利用 BP<P算

子可以对能动句进行清晰的形式分析$从而揭示主体的能动性% 尽管如此$主体的选择本身却无法在经典 BP<P理论中

得到表达% 通过引入新初始符号并丰富语义结构$主体在语义模型中的选择能够在形式语言中得到表示% 可以证明新

得逻辑具有可靠并完全的公理系统%
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55如何在 BP<P理论的框架下讨论主体的选择+

如何以一种整齐统一的方式在 BP<P理论下说出

主体通过某一选择确保某一命题成立这类包含选

择的能动命题+ 这正是本文尝试解决的& 徐明通

过引入形如5)##!1.0.6

!

的公式表达主体 ) 通过

行动 #确保
!

的成立#然而他对行动与选择的区

分使得其对应的形式语义相当复杂!

& 另一方

面# C'JIT在讨论主体选择的因果关系时引入新

命题变元的技术处理给予了我们启发"

& 考虑到

BP<P结构中对主体选择的形式处理#我们采取的

策略同样是引入一类新的变元符号来指称 BP<P

结构中主体的选择& 类似处理在哲学逻辑的研究

中屡见不鲜#混合逻辑中专名这类特殊命题变元

的引入#便源于时间逻辑的研究中对语义结构内

时间点的指称需求#道义逻辑中更有通过引入表

示道义不理想的命题符号 =而将道义逻辑归约

为真势模态逻辑的做法& 具体的细节处理将会在

第一节中加以展开&

本文的结构如下!在第一节中#我们引入新得

逻辑语言与形式语义#在此基础上分析包含选择

的能动命题的逻辑结构#并对相关问题进行讨论&

接下来#我们将重心放在新得逻辑的形式性质上&

我们在第二节中给出新得逻辑的公理系统#利用

典范模型方法证明该公理系统的强完全性& 最

后#我们在结语部分对本文的工作进行回顾#并简

单讨论将来的工作&

一5形式分析

我们在本节引入新的初始符号来表示主体的

选择#从而得到新得逻辑语言& 对新初始符号的

解释要求我们对经典 BP<P结构加以扩充& 在此

基础上#通过分析包含选择的能动命题的逻辑结

构#我们对相关问题加以讨论&

!一"语言与语义

类似于时间逻辑通过引入专名这类新的命题

变元以指称时间结构中的时刻#我们引入一类新

的初始符号来描述主体的选择& 将新增可数符号

集合记作>/并预设可数命题变元集合3<?3与

有穷的主体集合 @A!#我们在下面给出公式的

定义&

定义 $ "公式$公式由以下 \Ed递归定义

得到!

!!

e

4f>f5)6>fB

!

f"

!"!

$f5)!+1.0.6

!

f

#!

其中#4

$

3<?3#>

$

>/且 )

$

@A!& 其他命题联

结词与对偶的模态算子如常定义#默认最外层括

号可省略&

算子
#

被称作历史必然算子#

#!

的读法是

%!

!

"
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!

历史必然地成立& 符号5)!+1.0.6是正规 BP<P算

子#5)!+1.0.6

!

的读法是主体 ) 通过当前选择确

保命题
!

成立& 然而#在对主体能动性的刻画

上#文献中的5)!E1.0.6算子要更为符合直观& 5)!

E1.0.6算子又被称作深思熟虑的 BP<P#强调
!

的成

立并非历史必然#而是主体确保的结果& 不过#我

们可以将 5 )!E1.0.6

!

作为合取式 5 )!+1.0.6

!"

B

#!

的缩写#并结合语义证明这两种 BP<P算子

能够相互定义& 符号 >需要从以下两方面加以

理解!一方面#它指称了某个主体的某个具体选

择#正如时间逻辑中的专名作为名字指称时间结

构中的时间点& 另一方面#作为能判断真假的公

式#它的读法是选择 >在当前状态被相应主体执

行& 符号 >无法说明其指称选择所从属的主体#

而公式5)6>的直观读法正是选择 >是主体 ) 的

可行选择& 注意选择名字>与C'JIT中引入的选

择名字@

F

)

之间的联系!作为公式的 >与 @

F

)

同样

表示其指称的选择在当前状态被执行& 然而#命

题变元@

F

)

的上标 F涉及具体 BP<P结构中主体的

某个选择#并未实现形式语言与语义模型的分离&

此外#尽管命题变元@

F

)

强调了其指称的选择是某

个主体 )的选择#但我们将选择与主体分离开来!

我们未必知道当前状况是否为某个选择 >被执

行后的结果#却可能知道选择 >是某个主体的可

行选择& 最后#我们将在语义上允许不同选择名

字指称主体的同一选择#我们将同一个选择拥有

不同的选择名字理解为这些名字是对同一个选择

基于不同角度的描述& 需要注意这与行动类型

"F/I('0 ITZHL$的差异!本文的选择名字针对的是

语义结构中具体的选择"F/I('0 I'1H0L$而非广义

的行动类型!

& 综上所述#尽管命题变元 @

F

)

在形

式上更为紧凑#我们相信本文的形式处理要更为

清楚&

我们引入新的初始符号指称主体的选择#主

体的选择本身又是什么+ 本文沿用 BP<P理论的

形式处理& BP<P理论在分支时间理论的基础上

添加表达主体选择结构的 >"%0+#函数#从而得到

相应的 BP<P框架& 其中#分支时间理论以类树结

构表示非决定的世界!向前可分支表示将来未定#

向后不分支表示过去唯一"

& 历史是类树结构中

的极大链#直观意义为世界的一种可能的完整演

变进程&

定义 !"分支时间$一个分支时间结构 G!

e

"H#g$是满足下面条件的二元组!

0 H为非空的时刻集#g是 H上严格偏序#

表示时刻的先后关系-

0 g满足树状性!如果I

$

gI

*

且 I

!

gI

*

成立#

那么I

$

gI

!

或I

!

gI

$

或I

$

e

I

!

成立-

0 g满足历史关联性!对于任意 I

$

与I

!

存在

I

#

满足I

#

gI

$

且 I

#

gI

!

成立&

给定分支时间结构G!

e

"H#g$#历史的数学

定义为 H关于严格偏序g的极大链& 其中#I

$

"

表示世界在历史 "中曾演变为时刻I#严格偏序g

根据实际需求可能满足额外性质#如稠密性与连

续性等& 将所有历史的集合记作 /01.并用/

I

表

示所有穿过时刻 I的历史集合& 给定历史"

$

#"

!

$

/

I

#如果存在 5hI满足 5

$

"

$

%

"

!

#则称"

$

与 "

!

在时刻 I中未分离& 给定历史 " 与状态 I#如果

I

$

"#则序对"I#"$ 被称为索引&

BP<P框架的 >"%0+#函数规定了主体在世界

中能够采取的选择& 从形式上看#给定某一时刻

I与某一主体 )#>"%0+#

I

)

是/

I

的划分#主体 ) 在时

刻I上的可行选择正是该划分中对应的等价类&

这种处理的基本思路是!当世界演变至时刻 I

时#主体 ) 的选择 >将会使某些可能的演变进程

不再可能#主体 )在时刻 I采取选择>的效果是

世界之后的演变进程将局限为 >中的历史&

BP<P理论正是将选择带来的结果等同于选择本

身& 此外#>"%0+#函数还需满足两个要求& 第一

个是未分支历史的不可区分性#即如果"

$

与"

!

在

I上未分离#"

$

与"

!

属于>"%0+#

I

)

中同一个等价类&

第二个是主体的相互独立性#即对于所有时刻I%

所有主体 ) 与对应选择 +"%0+#

I

)

#均有
%

)

$

@A!

+"%0+#

I

)

并非空集& 这里的独立在直观上意味着主

体的任何选择不会受到其他主体的选择影响#在

技术上是指任给一个所有主体的选择组合

"/Q'(/HZJ'K(UH$总会有历史 " 被包含在其中&

#

这一要求使得 BP<P理论能够非常直接地将个体

BP<P算子推广为群体 BP<P算子$

&

新符号的引入意味着 BP<P理论的语义模型

#*

!

"

#

$

C'JIT9)d)F0& F̀/>(ID# )7/I('0 ITZHL(0 LI(ILHYF0I(/L*# !"#<#50#I%,JD-:%20+$%'0+# !#$2# $#"4$!"$*

3

"+2)

J̀('J7)E)3)1.# 4*#1#&.)&E ,9.9*#K]@K'J&! GUFJH0&'0 J̀HLL# $%"2)与 PQ'YFL'0 X)C))<0&HIHJY(0(LII(YHF0& IJ>IQ

!

SFU>HOFZL*)

!"#%*0)# $%2## *""*$! !"4

3

!,$)与PQ'YFL'0 X)C)G'YV(0FI('0L'KIH0LHF0& Y'&FU(IT# (0 /)&E:%%L%,4"02%1%4"0+)22%'0+)8'J&JH/QI! BZJ(0O?

HJ# $%,4! $*+

3

$"+)

因为 BP<P逻辑的这一特点#文献中往往将 BP<P结构中的某一时刻表示为类似标准式博弈"0'JYFUK'JYOFYH$的形式&

C'JIT9)d)@'#&+D)&E E#%&.0+2%'0+)EHW='J1! ]@K'J& R0(SHJL(IT̀ JHLL# !##$)



第 !!卷 黄华新#等!包含选择名字的 BP<P逻辑初探

需要进行相应的扩充& 给定一个 BP<P框架#我们

引入一个定义域为>/的名字函数 M)-##直观意

义是对每个选择进行命名& M)-#">$ 是一个三

元组#其中#第一分量M)-#

$

">$是某个主体 )#第

二分量M)-#

!

">$是某个时刻 I#第三分量 M)-#

*

">$则是>"%0+#

I

)

中某个等价类#其中主体 ) 与时

刻I分别为 M)-#

$

">$与 M)-#

!

">$的指称& 直

观上说# M)-#

$

">$ 规定了可以选择 >的主体#

M)-#

!

">$规定了可以选择 >的时刻# M)-#

*

">$

给出了选择 >的内容&

定义 *"模型$一个模型 (

e

"H#g#>"%0+##

M)-##=$ 是满足下面条件的五元组!

0 "H#g#>"%0+#$ 是 BP<P框架-

0 M)-#是命名函数-

0 =!3<?3

&

!

H

i

/01.是赋值函数&

给定形式语言以及对应的语义模型#我们便

能够以递归的方式定义公式在模型上的真假!

定义 4 "满足$给定一个模型 (

e

"H#g#

>"%0+##M)-##=$ 与索引"I#"$#我们称"I#"$ 满

足
!

当且仅当!

0 (#"I#"$

'

4当且仅当 "I#"$

$

="4$-

0 (#"I#"$

'

>当且仅当 M)-#

!

">$

e

I且

"

$

M)-#

*

">$-

0 (#"I#"$

'

5)6>当且仅当 M)-#

$

">$

e

)-

0 (#"I#"$

'

B

!

当且仅当 (#"I#"$

!

-

0 (#"I#"$

'!""

当且仅当 (#"I#"$

'!

且(#"I#"$

'"

-

0 (#"I#"$

'

5)!+1.0.6

!

当且仅当任意"

(

$

>"%0+#

I

)

""$ 均有(#"I#"

(

$

'!

-

0 (#"I#"$

'#!

当且仅当任意"

(

$

/

I

均

有(#"I#"

(

$

'!

&

公式的有效性%可满足性的定义如常& 用
'!

表示公式
!

在所有模型的点模型上为真"即公式

!

是有效的$& 特别地#关于选择名字我们有以下

公式有效&

命题 +下列公式是有效的&

$$>

&

)

)

$

@A!

5)!+1.0.6>-

!$

*

"5)!+1.0.6

!"

>

"

5)6>$

&

#

">

&

!

$-

*$">

"

5)6>$

&

5)!+1.0.6>-

4$5)6>

&

B5:6>#其中 )

+

:成立-

+$

)

)

$

@A!

5)6>-

"$5)6>

&

#

5)6>-

2$B5)6>

&

#

B5)6>-

,$"5)!+1.0.6>

"

B5)6>$

&

#

>)

证明!我们只验证前面两个公式& 假设存在

点模型满足 (#"I#"$

'

>#根据语义可知 M)-#

*

">$ 是某个主体 ) 的等价类#其中主体 ) 是

M)-#

!

">$& 故(#"I#"$

'

5)!+1.0.6>从而有析

取式
)

)

$

@A!

5)!+1.0.6>同样被满足& 因此(#"I#

"$

'

>

&

)

)

$

@A!

5 )!+1.0.6>成立& 现在验证第二

个公式& 假设存在点模型满足 (# "I# "$

'

*

"5)!+1.0.6

!"

>

"

5)6>$& 因此在该点模型上

有M)-#

$

">$ 是 I成立& 令 "N

$

/

I

满足 (#"I#

"N$

'

5)!+1.0.6

!"

>

"

5)6>并因为(#"I#"N$

'

>

"

5)6>可知M)-#

*

">$ 正是等价类>"%0+#

I

)

""N$&

由(#"I#"N$

'

5)!+1.0.6

!

可知公式
!

在等价类

M)-#

*

">$ 中每个序对上成立且每个序对上均有

>成立& 因此#对于任意"O

$

/

I

只要 (#"I#"O$

'

>则必有 (#"I#"O$

'!

成立& 因此 (#"I#"$

'#

">

&

!

$ 同样成立& 由此证得 (#"I#"$

'

*

"5)!+1.0.6

!"

>

"

5)6>$

&

#

">

&

!

$成立&

!二"分析与讨论

经典 BP<P理论将主体的选择处理为语义结

构中的等价类#因此无法像其他基于动态逻辑的

行动逻辑那样直接在形式语言内讨论主体的选

择& 折中的处理似乎是将公式5)!E1.0.6

!

读作!

主体 )实施了
!

3选择& 但是#正如\J'HJL'0 中指

出的那样#主体的某个选择可能会引起各种意想

不到的副作用"L(&HHKKH/IL$

!

#尽管直接将选择造

就的结果等同于选择本身是 BP<P理论形式处理

的内核#直观上#我们还是希望将选择与选择所带

来的结果加以区分& 选择名字的引入较好地达到

了一种平衡!作为名字#它直接指称了选择本身-

作为命题#它表示了这一选择的被执行& 形式构

造5)6>则能强调选择与主体之间的关联&

现在回到对包含选择的能动命题的形式刻

画& 给定形如主体 ) 选择 >确保命题
!

成立的

包含选择的能动命题#我们能推出以下三个命题!

"一$当前世界是选择 >被执行后的结果& "二$

选择>是主体 ) 的可行选择& "三$主体 ) 的当

前选择确保了命题
!

的成立& 结合 BP<P模型考

虑#上面包含选择的能动命题意味着当前世界演

进到时刻M)-#

!

">$ 且M)-#

$

">$是主体 )#此外

命题
!

在任意 "

$

M)-#

*

">$构成的索引"M)-#

!

">$#"$中均成立& 换言之#一个包含选择的能动

命题在逻辑上蕴涵了上述三个相关命题的合取&

相反地#给定上述三个命题#是否蕴涵对应的包含

选择的能动命题+ 答案是肯定的!首先#已知选择

$*

!

\J'HJL'0)9))8H'0I(/HZ(LIHY(/LI(IU'O(/&(LI(0O>(LQ(0OY'&HL'KYH0LJHF*# C%9*&)2%,@4420#E $%'0+# !#$$# %"!$!$*2

3

$+!)
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>属于主体 )的可行选择#选择 >的执行与否由

作为潜在执行者的主体 ) 决定& 其次#由于当前

世界是选择>被执行后的结果#我们便能推断出

主体 )确实执行了选择 >& 最后#已知主体 ) 的

当前选择确保了命题
!

的成立#通过代入便能得

到主体 ) 当前选择 >确保了命题
!

的成立& 借

助上面的分析#我们得知一个包含选择的能动命

题在逻辑上等值于三个相关命题的合取&

考虑公式5)!E1.0.6>#它的读法是主体 )的当

前选择真切地确保了选择 >被选择& 根据形式

语义验证#可以得知当 f>"%0+#

I

)

fh$ 时公式 5)!

E1.0.6>与公式>

"

5)6>逻辑等值!由于5)!E1.0.6

算子满足P公理#从公式 5)!E1.0.6>为真可以得

到公式>为真& 如果M)-#

!

">$ 并非主体 )而是

其他主体#则由公式 5)!E1.0.6>成立可知该主体

:的选择不少于 ! 个#否则公式 >将会历史必然

地真& 取主体:的选择中并非M)-#

*

">$ 的选择

并考虑它与主体 ) 当前选择的交集& 主体的相互

独立性保证了该交集并非空集#而交集中的元素

明显是不满足公式>的#这与公式5)!E1.0.6>为

真矛盾& 另一方面#假设公式 >

"

5)6>为真#由

于f>"%0+#

I

)

fh$ 使得公式 >并非历史必然地真#

从而满足了负条件& 容易验证公式 5 )!+1.0.6>

为真&

因此#如果不考虑主体的意向与目的#公式

5)!E1.0.6">

"!

$确实在逻辑等值的意义上能够

表示包含选择的能动命题& 但这一处理难以推广

至其他类型的 BP<P算子& 如 :BP<P算子基于离

散的分支时间结构讨论主体的选择在下一时刻的

效应#此时公式5)!P1.0.6">

"!

$ 表达的意思便明

显有别于>

"

5)6>

"

5)!P1.0.6

!

这一合取式!

&

另一方面#我们希望用 BP<P理论讨论哲学上更精

细的行动问题#目的与意图在其中是不可忽略的&

<<P算子便是讨论主体意向地做某事的一类 BP<P

算子"

& 其中#公式 5)!00.6 ">

"!

$与 >

"

5)6>

"

5)!00.6

!

既非逻辑等值#前者表达的内容亦显

然强于对应的包含选择的能动命题!它蕴涵着主

体执行某一选择正是采取该选择的目的之一这样

的哲学承诺& 另一方面#如果接受我们上文对包

含选择的能动命题的逻辑分析#承认这样的命题

等同于对应的三个相关命题的合取#我们便仍然

能将包含选择的能动命题符号处理为形如 >

"

5)6>

"

5)!1.0.6

!

的公式& 在这里#公式 >

"

5)6

>

"

5)!1.0.6

!

仅仅表示主体 ) 的当前选择是 >#

除此之外便再无更多的哲学蕴涵&

基于动态逻辑的行动逻辑将主体的行动类比

为计算机程序#正如简单程序能通过不同方式的

结合得到复杂程序#复杂选择同样能由简单选择

构成& 我们在下面说明#引入选择名字后的 BP<P

理论同样能在一定程度上讨论某一主体的复杂选

择& 特别地#我们称 BP<P模型中为每个主体规定

的选择为简单选择&

简单选择的并!考虑以下猜骰子大小的情景#

主体 ) 在当前时刻有 2 种可行的简单选择#即不

参与和分别押注 $ 到 " 点#额外规定如果押注偶

数点#则不论是否押中均不赔钱& 如何借助之前

的分析表示主体当前通过选择押注偶数点确保不

赔钱这个命题+ 选择押注偶数点自身并非简单选

择#我们无法直接通过选择的名字来加以指称&

然而#我们可以将选择押注偶数点视做选择押注

!点%押注 4点与押注 " 点的并选择& 因此#命题

主体当前通过押注偶数点确保不赔钱依然能被分

析为三个命题的合取!"一$当前世界是并选择押

注偶数点被选择的结果#对应于公式>

!

)

>

4

)

>

"

#其中>

0

是选择押注 0点的名字& "二$并选择

押注偶数点是主体 ) 的选择#蕴涵构成并选择的

每个简单选择均为主体 ) 的选择#对应于公式

5)6>

!

"

5)6>

4

"

5)6>

"

& "三$主体 ) 的当前选

择确保了主体不赔钱#对应于公式 5)!E1.0.6 ) 不

赔钱&

简单选择的交!由于 BP<P理论预设同一主体

在某一时刻仅采取一种选择#简单选择的交只可

能是指不同主体的同时选择这一类选择& 继续分

析上面例子并将主体 ) 的选择简化为不参与%押

注偶数点与押注奇数点#引入主体:表示庄家#主

体:可以采取两种选择#分别为实施优惠与不实

施优惠& 主体 )押注偶数点且主体:实行优惠这

一同时选择确保了主体 ) 不会赔钱& 遵循群体

BP<P理论的传统#我们认为这一交选择的执行者

是主体 ) 与主体 :构成的群体& 因此#涉及简单

交选择的能动命题便可分析为三个命题的合取!

"一$当前世界是交选择押注偶数点且实施优惠

被选择的结果#对应于公式>偶数">优惠& "二$交

选择押注偶数点且实施优惠是群体7 )#:8的选

择#这意味着构成交选择的每个简单选择恰好对

应于群体里某主体#是该主体的选择#形式化为公

!*

!

"

\J'HJL'0)9))8H'0I(/HZ(LIHY(/LI(IU'O(/&(LI(0O>(LQ(0OY'&HL'KYH0LJHF*# C%9*&)2%,@4420#E $%'0+# !#$$# %"!$!$*2

3

$+!)

\H0I_H0 M)J.00# 00.# )&E Q#%&.0+$%'0+,%*@+.0%& !D4#1)BH/I('0 K'J̀ Q(U'L'ZQTF0& B/(H0/HBI>&(HL# X'L1(U&HR0(SHJL(IT# !#$#)



第 !!卷 黄华新#等!包含选择名字的 BP<P逻辑初探

式5)6>偶数"5:6>优惠& "三$群体7)#:8的当前选

择确保了不赔钱#对应于公式5)#:!E1.0.6 ) 不赔

钱& 不难发现#当讨论简单选择的交时#我们不可

避免地要使用到群体 BP<P算子&

简单选择的否定!不采取某一选择本身能否

被视作一种选择#即是否存在否定性选择这个问

题在哲学讨论上尚存争议#形如主体 ) 通过不选

择选择 >真切地确保
!

成立这种带否定的能动

命题却毫无疑问地存在& 如何处理这类带否定的

能动命题需要一番分析& 不难发现#主体 ) 与选

择 >之间处于何种关系是形式化的难点& 参考

上文对包含选择的能动命题#我们知道命题主体

)通过不选择选择 >真切地确保
!

成立蕴涵着!

"一$当前世界是选择 >未被执行的结果& "二$

主体 ) 真切地确保了
!

成立& 问题在于选择 >

能否被主体 ) 选择+ 如果答案是否定的#似乎没

有理由认为主体 ) 能摒弃选择 >!命题亚历山大

通过不选择发动战争真切地确保和平在直观上意

味着亚历山大本可发动战争& 因此#带否定的能

动命题合理的形式处理应该是公式B>

"

5)6>

"

5)!E1.0.6

!

而非公式B>

"

5)!E1.0.6

!

#后者并没

有表达出选择>与主体 )的关系&

尽管基于动态逻辑的行动逻辑还能讨论选择

的合成" 将先执行甲选择再执行乙选择视作一个

复杂选择$与选择的自反传递闭包"将任意地有

穷次数地执行某一选择视作一个复杂选择$#我

们却并不考虑这两类复杂选择& 这是因为 BP<P

理论预设了主体在某一时刻只能执行一种选择#

合成选择却无法判断其执行的时刻点& 此外#主

体的选择是针对某一时刻而言的#而在某一时刻

只能执行一次选择& 因此#除非我们将选择理解

为广义的行动类型#否则在 BP<P理论下讨论任意

地有穷次数地执行某一选择 >便是没有意义的&

这并不令我们感到意外#因为 BP<P理论本来就不

是动态逻辑风格的行动逻辑!

&

最后#我们简单讨论一下引入新初始符号集

>/来表示选择名字的技术意义& 事实上#我们

的处理在数学层面上相当于引入所谓的类专名#

每个符号>分别指称了 BP<P框架中的一个特殊

的索引类& 如混合逻辑中专名的引入增强了语言

的表达力#对语言的扩充增强了我们刻画 BP<P框

架的能力& 尽管本文的重心放在了对包含选择的

能动命题的形式刻画上#类专名 >的引入使得我

们在理论上可以考虑更特殊的 BP<P框架& 我们

可以进一步丰富 BP<P框架的结构#例如引入主体

对不同选择的偏好来讨论主体喜欢做出哪种选

择& 类专名>使我们能直接讨论 BP<P框架中主

体的选择#相应的技术结果如可靠完全的公理系

统也应该能更容易地得到& 更重要的是#由于类

专名的数学身份是一类特定的命题变元#我们有

理由期待引入类专名在丰富了逻辑表达力的同

时#依然保持着逻辑的可判定性&

二5形式结果

我们在本节为新得逻辑提供一个希尔伯特式

公理系统#其中含有一条非标准规则<@& 目前尚

不清楚规则 <@能否被其他标准规则或公理取

代& 验证过系统的可靠性后#我们使用典范模型

方法证明所得系统的完全性#所用技巧基本参照

徐明对多主体8BP<P逻辑完全性的证明#基本思

路为将所得典范模型转换为一个 BP<P模型"

&

称公式集
#

是名字不矛盾的#当且仅当!

"一$

#

中公式仅有以下三种#即 5)6>#B5)6>

与 B

*

>#其中 )

$

@A!且 >

$

>/& "二$如果

5)6>

$#

且 )

+

:成立#则 5:6>

,#

成立&

"三$7B5)6>!)

$

@A!8

-#

对任意 >

$

>/均不

成立&

定义 ""公理系统$以下公理模式与规则构成

希尔伯特式公理系统!

7$5所有命题重言式

7!5

#

的 J+公理

7*55)!+1.0.6的 J+公理

745

"

$

.

&

.

L

*

5 )!+1.0.6

!

&

&

*"

$

.

&

.

L

5 )!

+1.0.6

!

&

7+5

#!

&

5)!+1.0.6

!

7"55)6>

&

B5:6>其中 )

+

:成立

725

*

"5)!+1.0.6

!"

>

"

5)6>$

&

#

">

&

!

$

7,5">

"

5)6>$

&

5)!+1.0.6>

7%55)6>

&

#

5)6>

7$#5B5)6>

&

#

B5)6>

**

!

"

当然#这并不意味 BP<P理论与动态逻辑彻底地泾渭分明!CHJ_(O与 ;'J(0(证明了满足特定模型条件的 BP<P逻辑"主体的选择是有

穷的$可以嵌入到他们提出的动态行动逻辑当中& 具体请参看!CHJ_(O7)F0& ;'J(0(D))7&T0FY(/U'O(/'KFOH0/T<! BP<P# /FZFV(U(I(HLF0&

Z'WHJL*# C%9*&)2%,$%'0+# $)&'9)'#)&E ;&,%*-).0%&# !#$## $%"$$!,%)与 ;'J(0(D))7&T0FY(/U'O(/'KFOH0/T<<! 8HIHJY(0(L(I/8;7#

G'FUI('0 ;'O(/# F0& F̂YHPQH'JT*)C%9*&)2%,$%'0+# $)&'9)'#)&E ;&,%*-).0%&# !#$## $%"*$!*!2

3

*+$)

:>)M)8H/(&FV(U(IT'K&HU(VHJFI(SHLI(IIQH'J(HLW(IQ Y>UI(ZUHFOH0IL# (0 !#-4%*)2$%'0+# \HJU(0# CH(&HUVHJO! BZJ(0OHJ# $%%4! **!

3

*4,)
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)

)

$

@A!

5)6>

M̀ 5由
!

&

"

与
!

推出
"

EDG5由
!

推出
#!

X75由
"#"

>

&

!

推出
!

#

#

是名字不矛盾

的#B

*

>

,#

且
#

中名字与>均未出现在
!

中&

称公式集
#

推出公式
!

"记作!

#/!

$当且

仅当存在有穷子集
$-#

使得
"$

&

!

是定理

"公式
"

是定理记作!

/"

$& 称公式集
#

是一致

的当且仅当并非
#

推出矛盾&

命题 2上面的公理系统是可靠的&

证明!我们只验证规则 <@的可靠性& 否则#

存在点模型"H#g#>"%0+#$#M)-##=#"I#"$

!

成立#其中"H#g#>"%0+#$是 BP<P框架& 只需要证

明存在点模型(

(

#"I

(

#"

(

$

'"#"

>

"

B

!

即

满足要求& 不妨考虑 BP<P框架 "H#g#>"%0+#$

与索引 "I#"$并根据
#

中公式定义新的 M)-#

函数& 注意到公式集
#

中公式只有 5 )6Q%与

B5)6Q与 B

*

Q三种且这些名字并未出现在
!

中#重新定义关于这些名字的 M)-#函数并不会

影响公式
!

的真假& 如果 I在 H中的g

3前驱有

无穷多个#由于
#

是名字不矛盾的且B

*

>

,#

#

总是可以定义新的 M)-#函数-如果 I在 H中的

g

3前驱有穷#令5为树的根且 &为
#

中出现名字

的个数#引入新点 5

$

#5

!

#2#5

&

至 H并扩充偏序

以5

$

#5

!

#2#5

&

gI并在这些新的时刻上定义平凡

的>"%0+#函数#在新得结构中容易定义满足条件

的M)-#函数& 由于
#

中名字与 >未在
!

中出

现#

!

亦在新得点模型中满足&

我们现在证明公理系统的完全性#这等价于

证明一致公式集的可满足性& 因此#给定一致公

式集
#

#我们需要证明存在点模型 (#"I#"$

'#

成立& 我们使用典范模型方法#直接用极大一致

集构造模型& 下文直接使用极大一致集的相关性

质!

& 将所有极大一致集的类记作H

+

#并在H

+上

定义 <

#

3关系满足!任意I

$

#I

!

$

H

+均有<

#

I

$

I

!

成立当且仅当7

!

!

#!$

I

$

8

-

I

!

成立& 验证可知

<

#

是等价关系#故<

#

将H

+划分为互不相交的<

#

3等价类& 称一个由<

#

3等价类构成的集合 R为

合适的#当且仅当对于任意>

$

>/均存在唯一的

<

#

3等价类 7满足
*

>属于 7中所有极大一致

集& 称名字 >出现在<

#

3等价类集合 R#当且仅

当存在7

$

R使得任意
%$

7满足
*

>

$%

成立&

命题 , 存在合适的由<

#

3等价类构成的

集合&

证明!对名字集>/进行排序#并递归定义上

升序列R

#

#R

$

#2#R

&

#2 如下!任取极大一致集

%

#将
%

所在<

#

3等价类记作 7并将R

#

定义为

778& 假设R

&

已完成定义并将所有出现在R

&

中的

名字构成的集合记作 >/"&$& 令 >为排序中第

一个未出现在>/"&$的名字& 若不存在这样的>

则定义R

&

j

$

为R

&

& 否则#将集合75)6>!5)6>

$

%

8

0

7B5)6>!B5)6>

$%

8

0

7B

*

Q!Q

$

>/

"&$8记作
&

#我们需要证明
&0

7>8 的一致性&

否则#存在有穷子集
&

(

-&

满足 "

"&

(

"

>$

&

"4

"

B4$ 是定理& 注意到
&

(是名字不矛盾的且

B

*

>

,&

#根据规则 <@可得 4

"

B4是定理#矛

盾& 因此
&0

7>8是一致的#将其扩充为极大一

致集
&

(并记所在<

#

3等价类为7

(

#将R

&

j

$

定义为

R

&

0

77

(

8&

定义R

e

0

&

$'

R

&

& 显然R是由<

#

3等价类构

成的集合& 对于任意>

$

>/#令 0为名字 >在上

面证明中的排序& 因此#当 0h& 时显然存在<

#

3

等价类 7满足
*

>属于 7中所有极大一致集&

假设等价类7并不唯一#则按照先后顺序至少存

在 7

$

#7

!

分别增加到构造中& 注意7

!

对应于某个

极大一致集
&

#但此时我们有B

*

>

$&

成立& 故

假设不成立& R确实是一个合适的由<

#

3等价类

构成的集合#定义是成功的&

给定<

#

3等价类 7#在上面定义<

)#7

3关系如

下!对于任意
#

#

$$

7#

#

<

)#7

$

成立当且仅当

7

"

!5)!+1.0.6

"$$

8

-#

成立& 验证可知<

)#7

3关

系是等价关系&

定义 %"典范框架$给定极大一致集
&

#由
&

生成的典范框架是满足以下条件的二元组"R#

<$!

0 R如上面命题中定义#其中
&

对应于R

#

定

义中的
%

-

0 对于任意 )

$

@A!与 P

$

R#<

)#P

是 P上对

应等价关系&

用7

)#P

表示所有<

)#P

3等价类构成的集合&

引理 $#"存在引理$给定极大一致集
%

与由

其生成的典范框架"R#<$#我们有以下结果!

$)对于任意 P

$

R#

#$

P与任意
!

#

#!$#

当且仅当任意
#

(

$

P均有
!$#

(当且仅当任意

#

(

$

P均有
#!$#

(

-

!)对于任意 P

$

R#

#$

P#)

$

@A!与任意
!

#

5)!+1.0.6

!$#

当且仅当任意
#

(

$

P满足
#

<

)#P

#

(均有
!$#

(当且仅当任意
#

(

$

P满足
#

<

)#P

4*

!

\UF/1V>J0 )̀F0& 8HX(.1HM)F0& kH0HYF=)(%E)22%'0+)S'U>YH+*# EHW='J1! GFYVJ(&OHR0(SHJL(IT̀ JHLL# !##!)



第 !!卷 黄华新#等!包含选择名字的 BP<P逻辑初探

#

(均有5)!+1.0.6

!$#

(

&

证明!对于第一项#我们只证明第一个等值

式#且易知"

1

$方向显然成立& 假设对于任意

#

(

$

P均有
!$#

(且
#!,#

& 将集合7B

!

8

0

7

"

!

#"$#

8记作
$

#容易证明
$

的一致性& 令

$

j

为扩充了
$

的极大一致集& 由
#

<

#

$

j

可知

$

j

$

P& 这与任意
#

(

$

P均有
!$#

(矛盾&

对于第二项#我们只证明第一个等值式#且易

知"

1

$方向显然成立& 假设对于任意
#

(

$

P满

足
#

<

)#P

#

(均有
!$#

(且5)!+1.0.6

!,#

& 将集

合7B

!

8

0

7

"

!

#"$#

8

0

7

(

!5)!+1.0.6

($#

8 记

作
&

#我们需要证明
&

的一致性& 否则#存在

"

$

#2#

"

-

与
(

$

#2#

(

&

满足"

"

$

.

0

.

-

"

0

""

$

.

S

.

&

(

S

$

&

!

是定理& 可推得 "

"

$

.

0

.

-

5 )! +1.0.6

"

0

"

"

$

.

S

.

&

5)!+1.0.6

(

S

$

&

5)!+1.0.6

!

是定理& 另一方

面#注意到
#

4

&

5)!+1.0.64是定理且公式
"

$

.

0

.

-

#"

0

$#

成立#故公式
"

$

.

0

.

-

5 )!+1.0.6

"

0

"

"

$

.

S

.

&

5)!+1.0.6

(

S

$#

成立& 此时有5)!+1.0.6

!$

#

#这与
#

的一致性相悖& 将
&

扩充为极大一致

集
&

j

& 由于7

"

!

#"$#

8

0

7

(

!5 )!+1.0.6

($#

8

-&

j

#我们有
&

j

$

P且
#

<

)#P

&

j

& 这与任意
#

(

$

P满足
#

<

)#P

#

(均有
!$#

(矛盾&

引理 $$给定极大一致集
%

与由其生成的典

范框架"R#<$#令 P

$

R且 ,是定义域为 @A!的

函数满足,")$

$

7

)#P

对任意 )

$

@A!成立& 我们

有
%

)

$

@A!

,")$

+

T成立&

证明!令 P

$

R且 ,是定义域为 @A!的函数

满足,")$

$

7

)#P

对任意 )

$

@A!成立& 存在公式

序列
!

#

#

!

$

#

!

!

#2 满足对任意I

$

H

+

#均有 I

$

P

当且仅当
)

#

e

7

#!

S

!S

2

#8

-

I成立& 对于任意

)

$

@A!#存在公式序列
"

)##

#

"

)#$

#

"

)#!

#2 满足对

任意 I

$

P#I

$

,")$ 当且仅当
)

)

e

75)!+1.0.6

"

)#S

!

S

3

#8

-

I成立&

我们首先证明
*

e

)

#

00

)

$

@A!

)

)

是一致的&

只需证明对任意
#!$)

#

与任意有穷子集@A!

(

-

@A!的5)!+1.0.6

"

)

$)

)

#公式
#!""

)

$

@A!

(

5)!+1.0.6

"

)

是一致的& 不难发现对于任意 )

$

@A!

(

#存在I

)

$

,")$

$

7

)#P

满足5)!+1.0.6

"

)

$

I

)

& 选取任意I

$

P#

均有
#!""

)

$

@A!

(

*

5)!+1.0.6

"

)

$

I成立&

因此#我们有
#!"*"

)

$

@A!

(

5)!+1.0.6

"

)

$

I#进而得到
*

"

!""

)

$

@A!

(

5)!+1.0.6

"

)

$

$

I& 由

上可得公式
!""

)

$

@A!

(

5)!+1.0.6

"

)

的一致性#故

*

能被扩充为极大一致集
*

j

& 注意到
*

j

$

P且

对任意 )

$

@A!有
*

j

$

,")$& 我们得到
%

)

$

@A!

,

")$

+

T成立&

引理 $!给定极大一致集
%

与由其生成的典

范框架 "R#<$# "R#<$ 能被转换为一个 BP<P

结构&

证明!我们定义 J

e

"!#g#>"%0+#$如下!

0 !

e

0

R

0

R

0

7R8-

0 7"P#I$!I

$

P#P

$

R8

0

7"R#P$!P

$

R8

0

7"R#I$!I

$0

R8-

对于任意P

$

R与I

$

P#我们令"

I

e

7R#P#I8

表示"

I

并注意到"

I

是"!#g$ 中唯一经过 I的历

史& 不难发现任意I

$0

R与"

I

之间存在一一对

应& 最后#我们定义>"%0+#函数为!

0 >"%0+#")#R$

e

77"

I

!I

$0

R88-

0 对任意 )

$

@A!与 P

$

R#>"%0+#" )#P$

e

7/!

4

#"#

$

7

)#P

"

/

e

77"

I

!I

$

#88$8-

0 对任意 )

$

@A!与I

$0

R#>"%0+#")#I$

e

77"

I

88&

现在验证 J 确实是 BP<P结构& 注意到主体

)在任意"I#"

I

$与 "R#"

I

$ 中只有一个选择& 此

外#对于任意 )

$

@A!与 P

$

R#>"%0+#")#P$划分

了7"

I

!I

$

R8& 条件未分支历史的不可区分性平

凡满足& 至于条件主体的相互独立性#我们只需

考虑 P

$

R的情况& 令+"%0+#

P

为任意定义域为

@A!的函数满足+"%0+#

P

")$

$

>"%0+#")#P$& 根据

函数>"%0+#的定义#存在#

)

$

7

)#P

满足 +"%0+#

P

")$

e

7"

I

!"

I

$

#

)

8& 令 ,为函数满足 ,")$

e

#

)

$

7

)#P

对任意 )

$

@A!成立& 注意到 I与"

I

的一一对

应#故I

$

,")$ 当且仅当"

I

$

+"%0+#

P

")$对任意 )

$

@A!5与 I

$0

R成立& 因此
%

)

$

@A!

+"%0+#

P

")$

+

T成立#函数 >"%0+#满足主体的相互独立性&

由于"!#g$ 本身就是树#它显然是类树的&

给定一个如上面证明中定义的 BP<P结构#我

们只需要定义合适的赋值函数与 M)-#函数便能

构造出需要的模型& 称赋值函数 =是典范的#如

果对于任意4

$

3<?3#"P#"

I

$

$

="4$ 当且仅当

4

$

I成立& 至于 M)-#函数#对于任意 >

$

>/#

任取 I

$0

R#定义典范名字函数 M)-#如下!

M)-#

$

">$

e

) 当且仅当 5)6>

$

I5成立-M)-#

!

">$

e

P当且仅当存在 I

$

P满足 >

$

P-M)-#

*

">$

e

7"P#"

I

$!>

$

I

"

P

e

M)-#

!

">$8& R的构

造特点确保了上面定义是成功的!任意 >出现在

唯一的<

#

3等价类 P中-如果存在 I

$0

R满足

5)6>

$

I#则对任意 I

$0

R均有5)6>

$

I& 又

由公理7$$ 与7" 以及极大一致集的性质可知存

在唯一5)6>

$

I& 当M)-#

$

">$

e

) 成立时#我们

需要验证7I

$

P!>

$

I

"

P

e

M)-#

!

">$8确实是一

个<

)#P

3等价类& 令
#

#

$$

P且>

$#

与>

$$

成

立#假定 5)!+1.0.6

!$#

#需要证明
!$$

& 不难知

+*
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道"5)!+1.0.6

!"

>

"

5)6>$

$$

#由公理
*

"5 )!

+1.0.6

!"

>

"

5)6>$

&

#

">

&

!

$与极大一致集的

性质可知#

!$$

并由
!

的任意性知道
#

<

)#P

$

成立& 另一方面#假设
#$

7I

$

P!>

$

I

"

P

e

M)-#

!

">$8 且
#

<

)#P

$

成立#我们需要证明
$$

7I

$

P!>

$

I

"

P

e

M)-#

!

">$8同样成立& 由前面

可知5)6>#>

$#

则由公理 >

"

5)6>

&

5)!+1.0.6

>可知 5)!+1.0.6>

$#

& 因此 >

$$

且
$$

7I

$

P!>

$

I

"

P

e

M)-#

!

">$8同样成立&

引理 $*"真值引理$给定极大一致集
%

与由

其生成的典范框架"R#<$#将由"R#<$转换得到的

BP<P结构记作 J& 对于典范赋值 =与典范 M)-#

函数#对任意P

$

R与任意I

$0

R与公式
!

#我们

有!J#M)-##=#"P#"

I

$

'!

当且仅当
!$

I成立&

证明!施归纳于
!

的结构& 我们只考虑模态

公式
#!

与5)!+1.0.6

!

的证明&

首先#J#M)-##=#"P#"

I

$

'#!

根据定义当

且仅当任意5

$

P均有 J#M)-##=#"P#"

5

$

'!

& 根

据归纳假设#当且仅当任意 5

$

P均有
!$

5& 由

引理 %可知当且仅当
#!$

I成立&

其次#J#M)-##=#"P#"

I

$

'

5)!+1.0.6

!

根据定

义当且仅当任意5

$

P满足I<

)#P

5均有 J#M)-##

=#"P#"

5

$

'!

& 根据归纳假设#当且仅当任意5

$

P

满足I<

)#P

5均有
!$

5& 由引理 % 可知当且仅当

5)!+1.0.6

!$

I成立&

命题 $4"强完全性$一致的公式集都是可满

足的&

结语

本文首先对包含选择的能动命题进行逻辑分

析#并在此基础上引入新的初始符号表示主体的

选择#从而得到了包含选择的能动命题在 BP<P理

论中的形式刻画& 上述形式刻画并未蕴涵更多的

哲学假设#因而对其他 BP<P算子同样适用& 此

外#本文为新得逻辑提供了一个可靠的公理系统#

其中存在一条非标准规则<@#并通过典范模型方

法证明了公理系统的完全性& 目前尚不清楚是规

则<@是否必需&

选择名字>的引入增强了语言的表达力#令

我们能够讨论更复杂精细的 BP<P结构& 对 BP<P

结构的进一步丰富#例如讨论主体针对不同选择

的偏好等#可以借助选择名字得到较为直接的处

理& 另一方面#由于选择名字 >的数学身份只是

一类特殊的命题变元#我们有理由相信新初始符

号的引入并不会破坏多主体 BP<P逻辑的可判定

性#这将会是我们今后的工作方向#具体思路为证

明逻辑具备有穷模型性质&

考虑公式>

"

5)6>

"

5)!E1.0.6

!

并将其缩写

为5)#>!E1.0.6

!

#我们得到了一种类似5)##!1.0.6

!

的新型 BP<P算子#直观读法正是主体 ) 当前执行

>真切地确保& 算子 5)#>!E1.0.6不但在形式上更

加紧凑#符号>更是能被纯粹地视作选择名字而非

命题变元#因此无须考虑名字>的真假& 该处理更

符合人们对名字的直观& 关于算子5)#>!E1.0.6的

形式性质#也有待在今后的工作中探讨&
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