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集合论悖论的哲学阐释新探
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摘　要：根据ＺＦＣ，不存在康托集和罗素集。对此，极小解释诉诸悖论或矛盾来解释。它的缺点是用外部后果来解释
原因。好的解释应该诉诸这些“集合”的内在缺陷来进行内部解释。文章研究发现，实体必须具有确定性和二分性，并且这

两种性质不能循环依赖于自身；如果康托集和罗素集是集合，那么它们的确定性和二分性会循环依赖于自身，故它们不是

实体或集合；这种解悖方案不仅可以解决布拉里－福蒂悖论和米瑞曼诺夫悖论，而且与主流解悖方案相比具有诸多优点。
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　　一　外部解释与内部解释
根据ＺＦＣ公理，康托集Ｖ：＝｛ｘ｜ｘ是集合｝①

和罗素集Ｒ：＝｛ｘ｜ｘ是集合且 ｘ
O

ｘ｝不是集合。
但是，为什么没有这样的集合呢？极小解释认为：

Ｖ和Ｒ不是集合，因为假设它们是集合会导致悖
论，会与ＺＦＣ公理相矛盾②。然而，导致矛盾或悖
论并不是Ｖ和Ｒ的内在缺陷或原因，而只是它们
的外在后果或结果。我们不能用这种外在后果来

解释为什么Ｖ和Ｒ不是集合，因为这种解释并不
能解释哪些内在缺陷致使它们不是集合。打个比

方，我们不能用死亡这个结果来解释心脏骤停。

为了解释心脏骤停，我们必须找到导致心脏骤停

的内部原因。因此，解释的正确方向应该是：先揭

示康托集Ｖ和罗素集Ｒ的内在缺陷，以此解释为
什么它们不是集合，然后用它们是集合这一似是

而非的预设来解释为什么会导致悖论／矛盾。因
此，我们需要一个独立的、更深层次的、哲学的理

由来解释为什么 Ｖ和 Ｒ不是集合。正如苏珊·
哈克所说：“努力的方向应当是，揭示出那些被摒

弃的前提或原则是一种具有某些独立的———即不

依赖于其导出悖论这一点而存在的———缺陷的东

西。”③袁永锋和张建军也认为，解悖的关键在于

揭示这些悖论集的内在缺陷④。具体来说，我们

需要回答：一个正被定义的准集合（ｑｕａｓｉｓｅｔ）要
想成为集合，需要满足哪些必要条件？康托集 Ｖ
和罗素集 Ｒ的内在缺陷是什么？这些内在缺陷
分别违反了哪些必要条件？

ＺＦＣ研究者采用一些公理来规定一个由所有
集合构成的新论域，并论证：所有集合的形成过程

形成了迭代集合体系，而且每个集合都出现在这

个迭代体系中的某个阶段，然而由所有集合构成

的这个新论域并不出现在任何阶段，因此这个论

域不是一个集合⑤⑥⑦。哥德尔（ＫｕｒｔＧｄｅｌ）也有
这种迭代地构造集合的思想，他认为用于构造集
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合的元素必须先于所构造之集合而存在①。在这

种迭代概念下，如果康托集是集合，那么它就是自

属集，进而不是由给定对象迭代构造而成，所以康

托集不能是集合。潜在论者也提出了类似的解

释：在所有集合的形成过程中，每个阶段都可以看

作是一个可能世界，每个可能世界都包含了当前

已经形成的那些集合，进而潜在论的集合体系是

一个由无穷多可能世界构成的模态结构，进而不

存在任何包含了所有集合的可能世界，因此也就

没有由所有集合构成的集合②③④⑤。然而，由所

有集合构成的整体跟每个集合都是共存的，由所

有非自属集构成的整体也跟每个非自属集是共存

的；只要这些集合存在，这些整体必定同时存在。

既然它们存在，那么“不处于这种体系中的任何

阶段或可能世界”或“不是被迭代地构造的”这一

特点就只是它们的外部特征，它甚至都不能算是

缺陷，更不用说是内在缺陷了。我们不能用这样

一种外部特征来解释为什么Ｖ和 Ｒ不是集合，因
为这种解释并不能解释这个外部特征如何能够导

致它们不是集合这一事实。

与潜在论者相反，现实论者（如 ＮＢＧ集合论
学者）认为 Ｖ和 Ｒ是某种完成的总体（称为
ｐｒｏｐｅｒｃｌａｓｓ），并采用规模限制原则来论证Ｖ和Ｒ
因太大而无法称为集合⑥⑦⑧。然而，规模太大也

只是Ｖ和Ｒ的外部特征，这种特征甚至不算是缺
陷。这种集合的大基数怎么会是某种内在缺陷

呢，这种规模限制或大小限制怎么会是集合概念

的必要条件呢，Ｖ和 Ｒ的大基数如何能够导致它
们不是集合这一事实呢？此外，如果我们采用一

些公理集合论来排除自属集，那么由所有集合构

成的论域Ｖ＝Ｒ。因此，如果 Ｖ和 Ｒ是集合，那么
它们的基数和内在缺陷是相同的。但它们却导致

了两种不同的矛盾，即｜Ｖ｜＜｜Ｖ｜和（Ｒ
P

Ｒ）
=

（Ｒ
O

Ｒ）：前者意味着康托集 Ｖ不是自身同一的，后
者意味着罗素集 Ｒ在 Ｒ自身这一点处的内外之
间没有清晰明确的边界线。那么，我们将面临一

个问题：相同的大基数或内在缺陷如何导致不同

种类的矛盾？现实论者没有为这些问题提供一个

自然的、哲学的解释。这使得现实论解释具有高

度特设性。

由于上述解释诉诸一些外部后果或特征来解

释Ｖ和Ｒ不是集合，本文将它们称为外部解释。
与此相应，本文把诉诸某些内在缺陷或原因的解

释称为内部解释。在罗素类型论⑨瑏瑠中，每个集合

必须包含相同类型的元素，故Ｖ和 Ｒ具有相同的
内在缺陷，即包含不同类型的元素，因此它们不是

集合。这种类型论解释是一种内部解释。不过，

将包含不同类型的元素这一特征视为某种缺陷的

观点过于特设了。此外，类型论对类型进行了反

直观的区分，并且排除了数学中许多重要的

概念瑏瑡瑏瑢瑏瑣瑏瑤。

本文将提出另一种内部解释。由于我们的目

的是解释为什么康托集Ｖ和罗素集Ｒ不是集合，
因此我们必须诉诸集合概念的必要条件来解释为

什么它们不是集合。此外，Ｖ和Ｒ必定不满足某些
必要条件，进而存在一些内在缺陷。那么集合概念

的必要条件是什么，康托集Ｖ和罗素集Ｒ的内在
缺陷分别是什么呢？答案隐藏在集合论悖论不同

种类的矛盾中，而不同种类的矛盾其实已经启发我

们这些悖论具有不同根源。在康托悖论中，我们推
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导出｜Ｖ｜＜｜Ｐ（Ｖ）｜
!

｜Ｖ｜。这告诉我们｜Ｖ｜
J

｜Ｖ｜，
也就是说Ｖ

J

Ｖ。在布拉里—福蒂悖论中，我们也
可以推导出类似结论：令Ｏ为所有序数的集合，那
么Ｏ也是序数，进而可以推导出Ｏ＜Ｏ并且Ｏ

J

Ｏ。
由于每个确定的或固定的（ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ／ｆｉｘｅｄ）实体
都必定是自身同一的，故康托集 Ｖ和所有序数的
集合Ｏ不是确定的或固定的实体或集合。因此，Ｖ
和Ｏ的定义很可能不是良定义的，进而包含某种
确定性（ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｎｅｓｓ）方面的内在缺陷。与康
托悖论不同，在罗素悖论中，我们推导出（Ｒ

P

Ｒ）
=

（Ｒ
O

Ｒ）。这意味着罗素集Ｒ在Ｒ自身这一点
处的内外之间并没有清晰的边界线，或者说非自

属集概念的外延并不是集合，它在 Ｒ是否属于它
自身这一方面并不是清晰二分的。在米瑞曼诺夫

悖论中，我们也可以推导出类似结论，即由所有良

基的集合构成的集合（Ｗ
P

Ｗ）
=

（Ｗ
O

Ｗ）。然
而，一个实体（如｛１，２，３｝等）之为实体，在它的内
部和外部之间必须有一条清晰的边界线，即每个

实体要么是这个实体的部分要么不是它的部分。

因此，罗素集Ｒ不可能是一个具有清晰边界线的
实体或集合。因此，罗素集 Ｒ应该包含一个二分
性（ｂｉｖａｌｅｎｃｅ）方面的内在缺陷，它的定义不是良
定义的。因此，本文将从哲学上论证：每个良定义

的实体／集合都必须具有确定性和二分性；如果Ｖ
和Ｏ是集合，那么它们的确定性将被它们自己瓦
解；类似的，如果Ｒ和Ｗ是集合，那么它们的二分
性也会被它们自己瓦解。因此，康托悖论和布拉

里—福蒂悖论植根于确定性的缺陷，而罗素悖论

和米瑞曼诺夫悖论植根于二分性的缺陷；我们可

以采用确定性和二分性这两个自然概念来阐明集

合论悖论的根源。

二　康托集与罗素集作为集合时不是
实体

本节将证明：如果康托集Ｖ和罗素集 Ｒ是集
合，那么它们就不可能是实体①。为此，我们需要

采用一些基本的逻辑真理作为前提。显然，每个

实体必是自身同一的。

法则１（同一性法则）
"

ｘ（ｘ＝ｘ）
对每一对集合，如果它们是同一的，那么它们

的基数也必定是同一的。因此，每个集合的基数

都必定是自身同一的。

法则２（基数同一性法则）
（１）

"

ｘ
"

ｙ（（ｘ＝ｙ）
'

（｜ｘ｜＝｜ｙ｜）），（２）
"

ｘ
（｜ｘ｜＝｜ｘ｜）。

注意，法则１和法则２的论域分别是所有实
体的汇集（ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ）和所有集合的汇集。根据法
则１和法则２，我们可以证明下面这个命题。

命题１
（１）如果康托集Ｖ是集合，那么它不是实体；
（２）康托集Ｖ不是集合。
在数学中，就每一对实体和每个关系而言，这

对实体要么具有这个关系要么没有这个关系。换

句话说，让我们把一个关系看成一个集合，那么每

一对实体要么是这个集合的元素要么不是。本文

用“
5

”表示不兼容析取。故我们有：

法则 ３（关系二分性法则）
"

ｘ
"

ｙ
"

Ｒｅｌ（Ｒｅｌ
（ｘ，ｙ）

53

Ｒｅｌ（ｘ，ｙ））
有人可能会反驳道：法则３并不普遍成立，因

为存在一些模糊的关系概念。首先，对法则３的
否定会导致逻辑矛盾。其次，虽然模糊的关系概

念看起来违反了法则 ３，但是这种所谓违反并不
意味着法则３不成立，因为法则３的否定会导致
不可接受的逻辑矛盾；相反，这种所谓违反仅仅意

味着这些模糊的关系概念是有问题的。打个比

方，当凶手违反某些法律时，这只意味着凶手有

罪，而非这些法律不合理，因为否定这些法律会与

我们关于正义的社会共识相矛盾。因此，这里合

理地假设：在集合论中，每个二元关系都是一个理

想的关系，即每两个实体之间要么有这种关系要

么没有这种关系。现在将“Ｒｅｌ（ｘ，ｙ）”例示为“ｘ
P

ｙ”，那么我们有：
法则４（集合二分性法则）

"

ｘ
"

ｙ（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ））
这里量词“

"

ｘ”和“
"

ｙ”的论域都是所有实体
的汇集。如果我们将变元“ｙ”限制为集合变元，
那么我们得到一个弱化的集合二分性法则。现在

根据法则３我们有：
法则５（禁等价法则）

31

ｘ
1

ｙ
1

Ｒｅｌ（（Ｒｅｌ（ｘ，
ｙ）

53

Ｒｅｌ（ｘ，ｙ））
&

（Ｒｅｌ（ｘ，ｙ）
=3

Ｒｅｌ（ｘ，ｙ）））
再将关系“Ｒｅｌ（ｘ，ｙ）”例示为属于关系“ｘ

P

ｙ”，那么我们有：

２４
①注意，这是一个条件句，这个条件句并不是说这两个汇集（ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｓ）不存在。
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法则６
31

ｘ
1

ｙ（（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ））
&

（（ｘ
P

ｙ）
=

（ｘ
O

ｙ）））
根据法则４和法则 ６，我们可以证明下面这

个命题。

命题２
（１）如果罗素集Ｒ是集合，那么它不是实体；
（２）罗素集Ｒ不是集合。
上述基本逻辑真理告诉我们：如果康托集 Ｖ

和罗素集Ｒ是集合，那么它们就不是实体。乍一
看这似乎很奇怪，因为如果Ｖ和 Ｒ是集合那么它
们至少是实体。因此，命题１和命题２看起来像
是某种奇怪的自我瓦解。那么为什么当康托集Ｖ
和罗素集 Ｒ是集合时却不能是实体呢？这个原
因必定与实体概念、集合概念以及 Ｖ和 Ｒ的定义
紧密相关。下面我将揭示实体／集合之为实体／集
合的必要条件来哲学地解释命题１和命题２。

三　确定性、二分性和集合论悖论
康托集Ｖ只是将所有真正的或正规的（ｒｅｇｕ

ｌａｒ）集合放在一起，罗素集 Ｒ也仅仅是将所有真
正的或正规的非自属集放在一起而已。因此，直

观而言，这两个汇集应该是（至少可被称为）集

合。这种直观是如此自然且强烈，它顽固地抵抗

上述基本逻辑真理和 ＺＦＣ公理。因此，对康托悖
论和罗素悖论来说，寻找错误的直观和摆脱这种

顽固直观的纠缠是两回事。上述逻辑真理和ＺＦＣ
公理只能帮助我们寻找错误的直观预设，它们并

不能解释为什么Ｖ和Ｒ作为集合时不是实体／集
合？正如施达德（ＪａｍｅｓＳｔｕｄｄ）所说：“为什么某
些集合———在这个例子中，那些非自属集———无

法构成一个集合。这不能仅仅通过诉诸逻辑真理

来解释。”①我们需要一个独立的、更深层次的、哲

学的理由。具体来说，我们需要从哲学角度回答

下面这些问题：

（１）实体和集合的必要条件是什么，
（２）悖论集Ｖ和Ｒ的内在缺陷是什么，
（３）这些内在缺陷违反了哪个必要条件？
下面我将回答这些问题，以解释上述直观预

设的虚假性。这是解决康托悖论和罗素悖论的关

键步骤。如果这一步失败了，那么这种解悖方案

就没有自然且稳固的哲学基础，进而这种解悖方

案就会具有特设性。

直观而言，要想构造一个集合（如｛１，２，３｝
等），我们必须确保：它的每个元素都是确定的／
固定的（ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ／ｆｉｘｅｄ），并且每个实体要么是
它的元素，要么不是它的元素。一旦这两个条件

得到满足，我们认为我们构造了一个集合。下文

将阐明这两个条件是集合概念的必要条件。由于

Ｖ和Ｒ作为集合时不是实体，而且实体概念比集
合概念更一般，因此我们需要先澄清实体概念的

必要条件。在集合论中，所有实体都是汇集（ｃｏｌ
ｌｅｃｔｉｏｎ），包括集合类型的汇集和非集合类型的汇
集（如真类）。有些实体是原子实体，它们没有任

何元素，如
Q

。其他实体则是分子的，如｛
Q

，｛
Q

｝｝。由于原子实体都没有元素，因此它是一个确

定的／固定的／明确的（ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ／ｆｉｘｅｄ／ｄｅｆｉｎｉｔｅ）
常元，它没有任何不确定的／可变的元素或部分。
因此，我们可以说每个原子实体都具有确定性

（ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｎｅｓｓ）。由于每个分子实体都有元素，
它是不是确定的／固定的／明确的依赖于它的所有
元素是否都是确定的／固定的／明确的。如果一个
正被定义的准实体具有一些不确定或可变的元

素，那么它不具有确定性。以 Ａ：＝｛１，ｘ，３｝和 Ｃ：
＝｛１，２，３｝为例。由于“ｘ”是一个可变元素或部
分，因此Ａ不是一个确定的实体，必须被排除在
数学对象之外。如果将“ｘ”例示为自然数“２”，那
么我们得到一个确定的集合 Ｃ。这里从 Ａ到 Ｃ
我们获得一种确定性。现在考虑一个循环定义

Ｂ：＝｛１，Ｂ，３｝。这个Ｂ是确定的集合吗？由于 Ｂ
的第二个元素，即 Ｂ自身，不是一个可变元素，故
Ｂ不像Ａ那样是不确定的；由于 Ｂ的第二个元素
也不像自然数２那样是一个完全确定的实体，故
Ｂ也不像Ｃ那样是确定的。因此，Ｂ似乎比 Ａ更
具确定性，但比 Ｃ缺少确定性。Ｂ在确定性方面
的状态看起来是居于 Ａ和 Ｃ之间的中间状态。
不过，要构造一个确定的实体，它的确定性不能凭

空而来或无所从来，必须有最终来源。然而，Ｂ的
确定性循环地依赖于它自己。它的确定性的依赖

关系是一条无穷链，而且该链中的每个节点都在

永无止境地、毫无希望地等待后续节点来提供确

定性，进而其确定性无所从来或者说无法扎根

（ｃａｎｎｏｔｂｅｇｒｏｕｎｄｅｄ）。因此，Ｂ不可能获得确定

３４
①ＳｔｕｄｄＪＰ．“ＴｈｅＩｔｅｒａｔｉｖｅＣｏｎｃｅｐｔｉｏｎｏｆＳｅｔ：Ａ（ｂｉ）ｍｏｄａｌＡｘｉｏｍａｔｉｓａｔｉｏｎ”，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌＬｏｇｉｃ，２０１３，４２（５）：６９７－７２５．
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性。此外，一些准实体的确定性还可能以一种无

穷倒退的方式依赖于其他准实体的确定性，进而

也无法被扎根，进而这些准实体也不具有确定性，

例如Ｂｉ：＝｛ｉ＋１，Ｂｉ＋１｝。因此，要构造一个分子实
体，它的确定性必须奠基在已然具有确定性的实

体之上，或者说它的元素都必须首先是确定的；否

则，这个所谓的分子实体包含不确定的元素，进而

不能算作实体。

因此，我们必须排除上述非良构的（ｉｌｌ
ｆｏｒｍｅｄ）或非良基的“实体／集合”。形式地讲，令
ｅ为一个实体。由于集合论中的每个实体都是一
个汇集，我们可以将ｅ看作一棵树。令“Ｔｒｅｅ（ｅ）”
为这棵树所有节点的集合，即 Ｔｒｅｅ（ｅ）：＝｛ｙｎ｜1
ｙｎ－１…1

ｙ０（ｙｎPｙｎ－１P…P

ｙ０＝ｅ）｝。要想构造一个
实体，Ｔｒｅｅ（ｅ）中的每个节点都必须是确定的；否
则，这个所谓的实体在某些节点上是不确定的，进

而不具有确定性。换句话说，这棵树中既不能出

现任何可变元素，也不能出现任何循环的或无穷

倒退的确定性的依赖关系。

定义１一个准实体ｅ具有确定性当且仅当它
满足下面这些条件：

（１）
31

ｙｎ1ｙｎ－１…1

ｙ０（ｘ＝ｙｎPｙｎ－１P…P

ｙ０＝
ｅ），其中ｘ是一个可变元素；

（２）不存在一个无穷下降序列 ｙ１，ｙ２，…使
得…

P

ｙ２Pｙ１Pｅ。
根据这个定义，容易推导出下面命题。

命题３
（１）每个原子实体都具有确定性。
（２）一个分子实体具有确定性当且仅当它的

每个元素都具有确定性。

值得注意的是，要构造一个分子实体，它的每

个元素必须首先具有确定性；否则，这棵树中存在

一些可变元素、或者确定性的循环依赖、或者确定

性的无穷倒退依赖，进而这个准分子实体在某些

节点上是不确定的，进而不能算作是实体（如｛１，
｛ｘ｝，３｝）。根据命题３（２），每个分子实体都必须
具有确定性。

原则１（实体确定性原则）．每个实体都具有
确定性。

此外，每个实体的内部和外部之间必须有一

条清晰明确的边界线。考虑任何集合，如 Ｄ：＝
｛１，｛２｝，３｝。Ｔｒｅｅ（Ｄ）中的每个节点在其内部和
外部之间都有一条清晰明确的边界线，即每个实

体要么是该节点的元素，要么不是该节点的元素。

因此，我们可以说Ｄ具有二分性。
定义２一个准实体ｅ具有二分性当且仅当

"

ｙ
（ｙ

P

Ｔｒｅｅ（ｅ）
'"

ｘ（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ）））。
值得注意，要构造一个实体 ｅ，Ｔｒｅｅ（ｅ）中的

节点都必须具有二分性；否则，这个准实体在其内

部和外部之间没有清晰明确的边界线，进而不能

算作是实体。因此，每个实体都必须具有二分性。

法则７（实体二分性法则）
"

ｚ
"

ｙ（ｙ
P

Ｔｒｅｅ（ｚ）
'"

ｘ（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ）））
那么我们如何判断一个节点ｅ是否具有二分

性？这里有四种情况。当节点 ｅ是可变元素时，
它的二分性是无法扎根的，进而 ｅ没有二分性。
当节点ｅ是原子实体（如

Q

）时，它没有任何元素，

故
"

ｘ（（ｘ
P

ｅ）
5

（ｘ
O

ｅ）），进而它的二分性是可以
扎根的，因此ｅ具有二分性。当节点 ｅ是一个枚
举定义时，如果被枚举的每个元素都具有二分性，

那么ｅ的二分性是可以扎根的，故ｅ具有二分性。
当节点ｅ是一个描述定义时，它是形如 ｅ：＝｛ｘ｜
Ｄ（ｘ）

&

Ｐ（ｘ）｝的定义，其中“Ｄ（ｘ）”表示从其中
挑选实体的论域，“Ｐ（ｘ）”表示用于挑选实体的性
质（如ＥＮ：＝｛ｘ｜ｘ是自然数且 ｘ是偶数｝）。首
先，由于 ｅ的定义从一个实体的论域中挑选出一
些实体，故ｅ的每个元素都是具有二分性的实体。
其次，谓词“Ｄ（ｘ）

&

Ｐ（ｘ）”通常表示这样一个性
质，每个实体要么满足该性质要么不满足该性质。

因此，这样一个准实体 ｅ看起来具有二分性。最
后，既然我们使用ｅ的定义来定义一个新实体，那
么我们仍需检查ｅ在准实体ｅ自身这一点上是否
具有二分性或者清晰明确的边界线，即是否（ｅ

P

ｅ）
5

（ｅ
O

ｅ）。只有当（ｅ
P

ｅ）
5

（ｅ
O

ｅ）成立时，ｅ
才能最终具有二分性或在其内外之间具有清晰明

确的边界线。然而，（ｅ
P

ｅ）
5

（ｅ
O

ｅ）是否总是成
立的呢？根据ｅ的定义，（ｅ

P

ｅ）
5

（ｅ
O

ｅ）是否成
立进一步依赖于ｅ是否要么满足“Ｄ（ｘ）

&

Ｐ（ｘ）”
这个定义条件要么不满足该条件。

（１）如果
3

Ｄ（ｅ）那么 ｅ
O

ｅ，进而 ｅ在新定义
的ｅ自身这一点上具有二分性或清晰明确的边界
线，进而它的二分性是可以扎根的，从而它具有二

分性。例如，ＥＮ的每个元素都具有二分性，每个
实体要么是偶数要么不是偶数，并且新实体ＥＮ

O

ＥＮ，因此ＥＮ具有二分性。
（２）如果Ｄ（ｅ），那么（ｅ

P

ｅ）
5

（ｅ
O

ｅ）是否成
４４
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立依赖于Ｐ（ｅ）
53

Ｐ（ｅ）是否成立。如果Ｐ（ｅ）成
立或

3

Ｐ（ｅ）成立，那么 ｅ在新定义的 ｅ自身这一
点上具有清晰明确的边界线，进而它的二分性是

可以扎根的，从而它具有二分性。考虑ＦＳ：＝｛ｘ｜
ｘ是集合并且 ｘ有穷的｝。首先，ＦＳ的元素都是
具有二分性的集合；其次，每个实体要么是有穷集

要么不是有穷集；最后，ＦＳ是无穷的，故 ＦＳ
O

ＦＳ，
进而（ＦＳ

P

ＦＳ）
5

（ＦＳ
O

ＦＳ），从而它的二分性是可
以扎根的。故ＦＳ具有二分性。

（３）不过，当 Ｄ（ｅ）成立时，Ｐ（ｅ）
53

Ｐ（ｅ）不
一定成立。Ｐ（ｅ）

53

Ｐ（ｅ）是否成立可能进一步
依赖于（ｅ

P

ｅ）
5

（ｅ
O

ｅ）是否成立，进而可能会形
成二分性的循环依赖。进而，这个二分性的依赖

关系是一条无穷链，而且该链中的每个节点都在

永无止境地、毫无希望地等待后续节点提供二分

性，进而它的二分性无所从来或者说无法扎根，从

而ｅ没有二分性。考虑罗素集Ｒ：＝｛ｘ｜ｘ是集合
且ｘ

O

ｘ｝。如果 Ｒ是集合，那么，根据 Ｒ的定义，
Ｔｒｅｅ（Ｒ）的根节点Ｒ在准实体Ｒ自身这一点上的
二分性（即（Ｒ

P

Ｒ）
5

（Ｒ
O

Ｒ））进一步依赖于 Ｒ
是否要么满足定义条件“ｘ是集合且 ｘ

O

ｘ”要么
不满足该条件。由于 Ｒ是集合，因此这进一步依
赖于Ｒ是否要么满足剩余条件“ｘ

O

ｘ”要么不满
足该条件，即（Ｒ

O

Ｒ）
5

（Ｒ
P

Ｒ）。因此，这里存在
二分性的循环依赖，进而罗素集 Ｒ在新定义的 Ｒ
自身这一点上没有清晰明确的边界线。因此，虽

然Ｒ的每个元素都是具有二分性的集合，且每个
实体要么是自属集要么不是自属集，但是罗素集

Ｒ在新定义的 Ｒ自身这一点上的二分性是无法
得到扎根的，因此罗素集Ｒ没有二分性。

值得注意的是，对每个实体来说，它的确定性

递归地依赖于其元素的确定性，故确定性是实体

在深度方面的必要条件；与此不同，由于二分性要

求在实体内外之间有一条清晰明确的边界线，故

二分性是实体在宽度方面的必要条件。这两个必

要条件一起确保实体在深度上是确定的，在宽度

上是清晰明确的。通常情况下，我们会定义出具

有确定性和二分性的实体。然而，有时我们可能

会定义出一些非良构的伪实体，它们没有确定性

或二分性。一些不足道的例子是 Ａ１：＝｛１，Ａ２｝、
Ａ２：＝｛２，Ａ１｝和 Ｂｉ：＝｛ｉ＋１，Ｂｉ＋１｝。一些不平凡
且有趣的例子是康托集Ｖ和罗素集 Ｒ（后面会讨
论它们）。我们可以提出下面这个良定义性概念

来拒斥那些伪实体。

定义３一个准实体是良定义的（ｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄ）
当且仅当它有确定性和二分性。

由于实体概念比集合概念更一般，故确定性

和二分性也是集合概念的必要条件。因此，要构

造一个良定义的实体／集合，这个准实体／集合必
须具有确定性和二分性。换言之，在实体或集合

的宇宙／论域里，那些没有确定性或二分性的准实
体或准集合必须被禁止。因此，确定性和二分性

是实体／集合论宇宙的形而上学基础。
下面我将论证：康托悖论的根源在于康托集Ｖ

的确定性缺陷，而罗素悖论的根源在于罗素集 Ｒ
的二分性缺陷。先来考虑康托集Ｖ。根据命题１，
如果Ｖ是集合，那么它就不是实体。为什么？它
的内在缺陷是什么，这个内在缺陷违反了实体的哪

个必要条件？根据同一性法则１，每个实体必定是
自身同一的。然而，根据康托悖论可知｜Ｖ｜

J

｜Ｖ｜，
再根据基数同一性法则 ２可知 Ｖ

J

Ｖ，即 Ｖ不是
自身同一的。这意味着康托集 Ｖ可能是不确定
的伪实体，或者说包含确定性的内在缺陷。因此，

我们需要检查 Ｖ的确定性是不是能扎根的。现
在假设Ｖ是集合，那么它应该具有确定性。问题
是：它的确定性从何而来，或如何扎根？这依赖于

其每个元素的确定性。既然 Ｖ是集合，那么 Ｖ
P

Ｖ。因此，Ｖ的确定性循环地依赖于它自己。因
此，康托集Ｖ的确定性是无法扎根的，或者说无
所从来。根据定义１，康托集Ｖ没有确定性，因此
无法成为良定义的实体。可见，如果 Ｖ是集合，
那么Ｖ

P

Ｖ，进而Ｖ的确定性将无法扎根，进而瓦
解了它自己的确定性，从而不是良定义的实体。

这是一种自我瓦解。这正好印证了命题 １：如果
康托集 Ｖ是集合，那么它就不是实体。总之，正
是这种自我瓦解，导致 Ｖ在作为集合时包含确定
性的内在缺陷；然而，这种内在缺陷隐藏在“Ｖ是
所有集合构成的集合”这个顽固直观的背后，使

得我们错误地预设 Ｖ是集合，从而推导出｜Ｖ｜
J

｜Ｖ｜并且Ｖ
J

Ｖ这样的荒谬结论。
现在考虑罗素集 Ｒ。根据命题 ２可知，如果

罗素集Ｒ是集合，那么它就不是实体。为什么？
它的内在缺陷是什么，这个内在缺陷违反了实体

的哪个必要条件？根据罗素悖论，我们推导出（Ｒ
P

Ｒ）
=

（Ｒ
O

Ｒ）。再根据法则６可知，（Ｒ
P

Ｒ）
5

（Ｒ
O

Ｒ）不成立。这意味着罗素集 Ｒ在新定义的
５４
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Ｒ自身这一点处可能没有一条清晰明确的边界
线，或者说它可能在准实体 Ｒ自身这一点上没有
二分性。因此，我们要检查一下 Ｒ的二分性是否
可以扎根。现在假设 Ｒ是集合。那么它应该具
有二分性，即

"

ｙ（ｙ
P

Ｔｒｅｅ（Ｒ）
'"

ｘ（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ）））。由于Ｒ
P

Ｔｒｅｅ（Ｒ），节点 Ｒ应该具有二
分性，即

"

ｘ（（ｘ
P

Ｒ）
5

（ｘ
O

Ｒ））。问题是：它的二
分性从何而来，或如何能够扎根？既然 Ｒ是集
合，那么节点 Ｒ是否具有二分性依赖于（Ｒ

P

Ｒ）
5

（Ｒ
O

Ｒ）是否成立，即节点 Ｒ在准实体 Ｒ自身
这一点上是否有清晰的边界线。只有当节点 Ｒ
在准实体Ｒ自身这一点上有清晰边界线时，节点
Ｒ才可能具有二分性。那么（Ｒ

P

Ｒ）
5

（Ｒ
O

Ｒ）依
赖于什么呢？换句话说，节点Ｒ在 Ｒ自身这个点
上的二分性依赖于什么？根据 Ｒ的定义，它依赖
于Ｒ的定义条件的二分性，即 Ｒ要么满足“（ｘ是
一个集合）

&

（ｘ
O

ｘ）”要么不满足该条件。由于
Ｒ是集合，这个二分性进一步依赖于：Ｒ要么满足
剩余条件“ｘ

O

ｘ”要么不满足该剩余条件，即（Ｒ
O

Ｒ）
5

（Ｒ
P

Ｒ）。因此，节点 Ｒ在 Ｒ这个点上的二
分性循环依赖于自身。换言之，要使 Ｒ在 Ｒ自身
这个点上具有清晰明确的边界线，Ｒ必须在 Ｒ这
个点上首先具有清晰明确的边界线。因此，罗素

集Ｒ在Ｒ自身这个点上的二分性是无法扎根的，
或者是无所从来的。这意味着罗素集 Ｒ在 Ｒ自
身这个点上没有二分性或者说没有一条清晰明确

的边界线。因此，我们有
3

（（Ｒ
P

Ｒ）
5

（Ｒ
O

Ｒ））。
根据定义２，罗素集Ｒ并没有二分性，进而不是良
定义的实体。可见，如果罗素集Ｒ是集合，那么Ｒ
在Ｒ自身这个点上的二分性将循环依赖于自身，
进而无法扎根／无所从来，这会瓦解它自身的二分
性，或者说在它本该有的清晰边界线上撕开一个

口子，从而不是良定义的实体。这是一种自我瓦

解。这正好印证了命题２：如果罗素集Ｒ是集合，
那么它就不是实体。总之，正是这种自我瓦解，导

致Ｒ在作为集合时包含二分性的内在缺陷。然
而，这种内在缺陷隐藏在“Ｒ是所有非自属集构
成的集合”这个顽固直观的背后，使我们错误地

预设Ｒ是集合，这样才能根据Ｒ的定义条件推导
出荒谬的结论（Ｒ

P

Ｒ）
=

（Ｒ
O

Ｒ），即 Ｒ在 Ｒ自
身这一点上并不具有清晰的边界线。

四　康托集、罗素集和它们的顽固
直观

上面采用了一些逻辑真理和良定义性概念来

分别阐述同一个结论：如果康托集和罗素集是集

合，那么它们都不是实体。不过，有人可能会反驳

说：康托集只是将所有良定义集合放在一起，而罗

素集只是收集所有良定义的非自属集，因此这两

个汇集肯定是集合，至少是实体；这些直观是如此

顽固，并不比那些基本逻辑真理、确定性和二分性

的直观观念弱。确实，这两个汇集由良定义的集

合构成，进而与其构成元素同时存在，故它们至少

是实体。正如昆恩（ＫｅｎｎｅｔｈＫｕｎｅｎ）所说“思考这
种汇集并没有什么错”①。不过，前两节并不是要

论证这两个汇集不是实体，而是阐述：如果它们是

集合那么它们就不是实体。至于另一个顽固直观

“这两个汇集肯定是集合”，下面将揭示这种顽固

直观在形成过程中所犯的错误，进而阻止这种顽

固直观的形成。

为了判断一个准集合 ｅ是不是集合，我们需
要检查：第一，Ｔｒｅｅ（ｅ）中的所有节点是否都是确
定的（确定性）；第二，Ｔｒｅｅ（ｅ）中的所有节点的内
外之间是否都具有清晰的边界线，即

"

ｙ（ｙ
P

Ｔｒｅｅ
（ｅ）

'"

ｘ（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ）））（二分性）。只有当
我们相信这个准集合具有确定性和二分性时，我

们才会形成“这个准集合是集合”这样的直观。

现在先考虑康托集 Ｖ是集合这一直观的形成。
我们通常按以下方式断定它的确定性：

（＃）由于Ｖ的每个元素都是确定的集合，故
Ｖ必定具有确定性。

然而，根据上一节可知，准集合 Ｖ没有确定
性。因此，我们需要检查“Ｖ具有确定性”这一直
观的形成过程。由于该直观是在推理（＃）中形成
的，因此我们需要检查推理（＃）的细节。由于每
个集合的确定性依赖于其元素的确定性，因此该

直观的形成过程（＃）可分为下面两个步骤：
（Ｉ）令 Ｍ为 Ｖ的元素，以深度优先的方式检

查Ｍ的确定性。如果它具有确定性，那么跳转到
步骤（ＩＩ）；否则，返回Ｖ不具有确定性的结论。

（ＩＩ）如果我们还没有遍历 Ｖ的所有元素，那
么跳转到步骤（Ｉ）以检查另一个尚未检查的 Ｖ的
元素；否则，返回Ｖ具有确定性的结论。

６４
①ＫｕｎｅｎＫ．ＳｅｔＴｈｅｏｒｙ：ＡｎＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅＰｒｏｏｆｓ．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｅｌｓｅｖｉｅｒ，２００６，ｐ．２３．
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上面的推理（＃）似乎瞬间遍历了 Ｖ的所有元
素，进而完成了上述两个步骤，然后形成了 Ｖ具
有确定性这一直观。由于 Ｖ只收集所有集合，故
它应该也具有二分性。因此我们相信 Ｖ是良定
义的集合。然而，既然Ｖ是集合，那么 Ｖ

P

Ｖ。由
于上述推理（＃）似乎已经遍历了 Ｖ的所有元素，
故集合Ｖ，作为Ｖ的元素，在步骤（Ｉ）的某次执行
中应该已经被考虑了，并且被判断为具有确定性。

问题是：我们如何能够在步骤（Ｉ）的这次执行中
作出这个判断？由于这个判断仍然取决于 Ｖ的
所有元素是否都具有确定性，故我们仍然需要依

靠上述步骤（Ｉ）和（ＩＩ）的另一次运行来作出这个
判断。因此，这个深度优先的检查会进入一个没

有终点的死循环，进而我们无法完成整个过程并

形成上述那个直观。换句话说，这种顽固直观的

形成过程无法在Ｖ这个奇点上得以完成。因此，
上述推理（＃）在执行步骤（Ｉ）时必定没有考虑 Ｖ
本身，这样才会跳到步骤（ＩＩ）以形成 Ｖ具有确定
性这一直观。这正是我们在形成这个顽固直观时

所犯的错误。一旦我们在执行步骤（Ｉ）时考虑到
Ｖ，那么我们就会注意到上述 Ｖ的确定性的循环
检查，进而对 Ｖ的确定性产生怀疑，然后这个顽
固但错误的直观就不会再形成。

现在考虑罗素集 Ｒ是集合这一直观的形成。
我们通常按下面方式断定它的二分性：

（）由于Ｒ仅仅收集那些非自属集，故它的
内部和外部之间的边界线肯定是清晰的（ｃｌｅａｒ
ｃｕｔ），换句话说，它必定具有二分性。

然而，根据上一节可知，准集合 Ｒ在 Ｒ自身
这个点上并没有二分性或清晰的边界线。因此，

我们需要检查“Ｒ具有二分性”这一直观的形成
过程。由于该直观是在推理（）中形成的，故我
们需要检查推理（）的细节。由于 Ｒ的二分性
依赖于Ｒ仅仅收集那些非自属集，因此这个直观
的形成过程（）可细分为三个步骤：

（Ｉ）令 Ｓ为任意集合。如果 Ｓ
O

Ｓ，那么将 Ｓ
添加到Ｒ中，然后跳转到步骤（ＩＩ）；否则，将 Ｓ添

加到Ｒ（Ｒ的补集）中，然后跳转到步骤（ＩＩ）。
（ＩＩ）如果我们还没有遍历所有集合，那么跳

转到步骤（Ｉ）以考虑另一个尚未考虑的集合；否

则，直接跳转到步骤（ＩＩＩ）。
（ＩＩＩ）返回Ｒ具有二分性的结论。
上面的推理（）看起来瞬间遍历了所有集

合，进而完成了上述步骤（Ｉ）和（ＩＩ），然后跳到步
骤（ＩＩＩ）形成了 Ｒ具有二分性或清晰边界线这一
直观。由于 Ｒ只收集那些具有确定性的非自属
集，故它应该也具有确定性。因此我们相信 Ｒ是
良定义的集合。由于上述推理（）似乎已经遍
历了所有集合，因此在步骤 （Ｉ）的某次执行中 Ｒ
应该已经被考虑（收集或丢弃）了，进而Ｒ在Ｒ自
身这个点上应该具有清晰的边界线。问题是：在

步骤 （Ｉ）的这次执行中，我们能够将Ｒ添加到 Ｒ

自身中，或将Ｒ添加到Ｒ中吗？如果我们将Ｒ添
加到Ｒ中，那么Ｒ

P

Ｒ，进而Ｒ不满足Ｒ的定义条
件“ｘ

O

ｘ”，因此我们不能错误地将 Ｒ添加到 Ｒ

中，矛盾；如果我们将Ｒ添加到Ｒ中，那么Ｒ
O

Ｒ，
进而Ｒ确实满足Ｒ的定义条件“ｘ

O

ｘ”，因此我们
必须将Ｒ添加到 Ｒ中，矛盾。因此，Ｒ收集 Ｒ当
且仅当Ｒ满足“ｘ

O

ｘ”，即Ｒ不收集Ｒ。无论是否
将Ｒ添加到Ｒ中，这在逻辑上都是不可能的。换
句话说，该过程的步骤（Ｉ）在 Ｒ这个奇点处是不
可能执行的，因此我们无法跳转到步骤 （ＩＩ）和
（ＩＩＩ）来完成所有非自属集的收集。因此，上述推
理（）在步骤（Ｉ）的任何执行中必定没有考虑 Ｒ
自身，这样才会跳到步骤（ＩＩ）和（ＩＩＩ）以形成 Ｒ具
有二分性这一直观。这正是我们在形成上述顽固

直观时所犯的错误。一旦我们在步骤（Ｉ）的某次
执行中考虑到（收集或丢弃）Ｒ，那么我们就会注
意到步骤（Ｉ）在 Ｒ这个奇点上是不可执行的，进
而对Ｒ的二分性产生怀疑，然后上述顽固但错误
的直观就不会再形成。

五　相关悖论和解悖方案
本节采用良定义性解悖方案来消解布拉里－

福蒂悖论和米瑞曼诺夫悖论，以表明这种解悖方

案的通用性，并且将这个解悖方案与三个广为人

知的解悖方案相比较，以阐明这种解悖方案的诸

多优点。

（一）布拉里—福蒂悖论

悖论１（布拉里—福蒂悖论①）令 Ｏ：＝｛ｘ｜ｘ

７４

①ＶａｎＨｅｉｊｅｎｏｏｒｔＪ．ＦｒｏｍＦｒｅｇｅｔｏＧｄｅｌ：ＡＳｏｕｒｃｅＢｏｏｋｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＬｏｇｉｃ（１８７９—１９３１）．Ｍａｓｓａｃｈｕｓｅｔｔｓ：ＨａｒｖａｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，
１９６７，ｐｐ．１０４－１１２．
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是一个序数｝。集合Ｏ是不是一个序数？
推导：由于Ｏ是所有序数的集合，故在集合Ｏ

上存在“小于或等于”的关系，进而Ｏ是一个良序
集，进而它也是一个序数。由于 Ｏ是所有序数的
集合，因此Ｏ

P

Ｏ。由于Ｏ是从
Q

开始的所有序数

的序列，并且其中的每个序数（第一个序数除外）

都是所有先前序数的集合，因此 Ｏ的每个从
Q

开

始的序数段都是一个序数，并且这个序数大于该

序数段中任何序数。由于 Ｏ也是这样一个序数
段，故Ｏ是一个大于Ｏ中任何序数的序数。又由
于Ｏ

P

Ｏ，故Ｏ＜Ｏ。
在这个推导中，我们预设准集合 Ｏ是所有序

数的集合，进而 Ｏ也是序数，即 Ｏ
P

Ｏ，进而我们
可以推导出Ｏ＜Ｏ，从而 Ｏ

J

Ｏ。再根据同一性法
则１可知 Ｏ不是实体。因此，与康托集 Ｖ类似，
如果准集合Ｏ是集合，那么它就不是实体。正如
昆恩（ＫｅｎｎｅｔｈＫｕｎｅｎ）所说：“所有序数的集合，如
果它存在，将会是一个序数，进而不能存在。”①那

么为什么准集合Ｏ在作为集合时却不能是实体，
它的内在缺陷是什么，这个内在缺陷违反了实体

的哪个必要条件？与康托集 Ｖ类似，由于准集合
Ｏ不是自身同一的，它可能包含确定性方面的内
在缺陷。因此，我们需要检查 Ｏ的确定性是否可
以扎根。假设准集合 Ｏ是集合，那么它应该具有
确定性。问题是：它的确定性从何而来，或如何扎

根？这依赖于它的每个元素的确定性。由于 Ｏ
是所有序数的集合，故 Ｏ是良序的，进而 Ｏ是序
数，即Ｏ

P

Ｏ。因此，准集合Ｏ的确定性循环地依
赖于它自身。因此，准集合 Ｏ的确定性无法扎
根、无所从来。根据定义 １可知，准集合 Ｏ没有
确定性，进而不是良定义的实体。这也是一种自

我瓦解。总之，如果准集合 Ｏ是集合，那么我们
可以推导出Ｏ

P

Ｏ，进而Ｏ的确定性无法扎根，从
而包含确定性的内在缺陷；然而这个内在缺陷隐

藏在“Ｏ是所有序数的集合”这个顽固直观后面，
致使我们错误地预设Ｏ是（良定义的）集合，从而
这个缺陷最终导致了荒谬的结论，即准集合 Ｏ不
是自身同一的（Ｏ

J

Ｏ）。
（二）米瑞曼诺夫悖论

我们知道，一个集合 ｓ是良基的当且仅当不

存在无穷序列ｙ１，ｙ２，……使得……P

ｙ２Pｙ１Pｓ。
令Ｗ为由所有良基的集合构成的集合。那么集
合Ｗ会导致米瑞曼诺夫悖论，这里省略它的推导
过程。

悖论２（米瑞曼诺夫悖论②）令Ｗ：＝｛ｘ｜ｘ是
集合且 ｘ是良基的｝。那么 Ｗ

P

Ｗ，还是 Ｗ
O

Ｗ呢？
在米瑞曼诺夫悖论中，我们预设准集合Ｗ是

集合，进而我们可以推导出（Ｗ
P

Ｗ）
=

（Ｗ
O

Ｗ）。然后，根据禁等价法则（法则５和法则６）可知
3

（（Ｗ
P

Ｗ）
5

（Ｗ
O

Ｗ）），再根据关系二分性法则３
可知准集合Ｗ不是实体。因此，与罗素集Ｒ类似，
如果准集合Ｗ是集合，那么它就不是实体。那么为
什么Ｗ在作为集合时却不是实体，它的内在缺陷是
什么，这个缺陷违反了实体的哪个必要条件？由于

3

（（Ｗ
P

Ｗ）
5

（Ｗ
O

Ｗ）），准集合Ｗ可能包含二分性
方面的内在缺陷。因此，我们需要检查它的二分性

是否可以扎根。现在假设准集合Ｗ是集合。那么
它应该具有二分性，即

"

ｙ（ｙ
P

Ｔｒｅｅ（Ｗ）
'"

ｘ（（ｘ
P

ｙ）
5

（ｘ
O

ｙ）））。由于Ｗ
P

Ｔｒｅｅ（Ｗ），节点Ｗ应该具
有二分性，即

"

ｘ（（ｘ
P

Ｗ）
5

（ｘ
O

Ｗ））。问题是：这
个节点的二分性从何而来，或者说是如何扎根的

呢？由于Ｗ是集合，故节点 Ｗ是否具有二分性
依赖于（Ｗ

P

Ｗ）
5

（Ｗ
O

Ｗ）是否成立。根据 Ｗ
的定义条件“ｘ是良基的”可知，这个节点的二分
性进一步依赖于：Ｗ要么是良基的要么不是良基
的。那么Ｗ是否要么是良基的要么不是良基的
呢？我们不仅需要考虑 Ｗ 的所有元素（平凡
点），还要考虑新定义的Ｗ自身（奇异点）。

（１）一方面，根据良基性概念，它依赖于所有
平凡点上的二分性，即要么Ｗ的所有平凡元素都
是良基的，要么并非如此。由于Ｗ收集的都是良
基的集合，因此 Ｗ在这方面的二分性是可以扎
根的。

（２）另一方面，它还依赖于 Ｗ这个新定义的
奇异点上的二分性（Ｗ

O

Ｗ）
5

（Ｗ
P

Ｗ），即 Ｗ的
边界线在 Ｗ自身这一点上是清晰的。当（Ｗ

O

Ｗ）
5

（Ｗ
P

Ｗ）成立时，如果 Ｗ
P

Ｗ，那么 Ｗ必定
不是良基的；否则，Ｗ是良基的，因为新定义的 Ｗ

８４

①

②

ＫｕｎｅｎＫ．Ｓｅｔｔｈｅｏｒｙ：ＡｎＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅＰｒｏｏｆｓ．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｅｌｓｅｖｉｅｒ，２００６，ｐ．１７．
ＭｉｒｉｍａｎｏｆｆＤ．“ＬｅｓＡｎｔｉｎｏｍｉｅｓＤｅＲｕｓｓｅｌｌｅｔｄｅＢｕｒａｌｉＦｏｒｔｉｅｔＬｅＰｒｏｂｌèｍｅＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌｄｅＬａｔｈéｏｒｉｅＤｅｓＥｎｓｅｍｂｌｅｓ”，Ｅｎｓｅｉｇｎｅｍｅｎｔ

Ｍａｔｈéｍａｔｉｑｕｅ，１９１７（１９）：３７－５２．
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O

Ｗ并且Ｗ的所有平凡元素都是良基的；可见，
在这两种情况下，Ｗ要么是良基的要么不是良基
的，进而Ｗ的二分性是有根的。然而，（Ｗ

O

Ｗ）
5

（Ｗ
P

Ｗ）可能并不成立。当（Ｗ
O

Ｗ）
5

（Ｗ
P

Ｗ）不成立时，Ｗ并非要么良基的要么非良基的。
而（Ｗ

O

Ｗ）
5

（Ｗ
P

Ｗ）是否成立，这正是我们在
这里尝试检查的内容。可见，准集合 Ｗ在 Ｗ自
身这一点上的二分性循环依赖于它自身。因此，

Ｗ在这方面的二分性是无法扎根的。
可见，准集合 Ｗ在 Ｗ这一点上的二分性循

环依赖于自身，因此是无法扎根的，或者说是无所

从来的。这意味着，准集合 Ｗ在 Ｗ这一点上并
没有二分性，或者说准集合 Ｗ的边界线在 Ｗ这
一点上是不清晰的。因此，我们有

3

（（Ｗ
P

Ｗ）
5

（Ｗ
O

Ｗ））。根据定义 ２，准集合 Ｗ并没有二分
性，进而不是良定义的实体／集合。这也是一种自
我瓦解。总之，如果准集合Ｗ是集合，那么 Ｗ的
二分性无法扎根，进而它瓦解了它自己的二分性，

或者说在它本该有的清晰边界线上撕开一个口

子，从而包含着二分性的内在缺陷；然而这个内在

缺陷隐藏在“Ｗ是所有良基集的集合”这个顽固
直观的后面，致使我们错误地预设 Ｗ是（良定义
的）集合，从而最终导致了荒谬的结论（Ｗ

P

Ｗ）
=

（Ｗ
O

Ｗ），即 Ｗ在 Ｗ自身这一点上没有清晰
的边界线。

（三）相关解悖方案

本小节将简要比较上述良定义性解悖方案与

三个主流解悖方案，以阐明这个解悖方案的诸多

优点。第一，这个良定义解悖方案采用了一些逻

辑真理和良定义性概念来独立论证：如果康托集

Ｖ和罗素集Ｒ是集合，那么它们就不是实体。这
是非常重要的，因为这两个论证可以相互印证，一

起揭示了那些悖论集自我瓦解的现象。然而，罗

素的类型论、ＺＦＣ和ＮＢＧ的解悖方案仅仅认为这
些悖论集实际上不是集合。

第二，这个良定义性方案具有更自然的哲学基

础，因为：（ａ）确定性和二分性是准实体／集合在深
度和宽度方面自然的必要条件；（ｂ）违反定义１和
定义２的准实体／集合的确定性和二分性是无法扎
根的，因此我们必须拒斥这种非良定义的准实体／
集合。与之不同，罗素的类型论依赖于对类型的反

直观区分，要求一个集合的元素必须是同一类型，

但它并没有自然地解释我们为什么必须作出这种

反直观区分。这使得这种方案过于特设了。ＺＦＣ
解悖方案没有解释为什么康托集Ｖ和罗素集Ｒ不
是（不能被称作）集合，以及为什么素朴概括原则

无法产生Ｖ、Ｏ、Ｒ、Ｗ这些集合。更具体地说，它没
有自然地解释：集合的必要条件是什么，康托集Ｖ
和罗素集Ｒ的内在缺陷是什么，这些缺陷分别违
反了哪些必要条件？ＮＢＧ解悖方案认为 Ｖ和 Ｒ
规模太大以至于不能是元素或集合，但没有解释

为什么大基数会是某种内在缺陷，以及大基数如

何导致Ｖ和Ｒ不是集合这一事实。
第三，这个良定义性解悖方案论证了：如果

Ｖ／Ｏ和Ｒ／Ｗ是集合，那么它们分别包含确定性
和二分性的内在缺陷，而且这些内在缺陷非常自

然地解释了康托悖论和布拉里—福蒂悖论与罗素

悖论和米瑞曼诺夫悖论中的不同种类的矛盾。前

两个悖论导致了这样一种矛盾，即悖论集 Ｖ和 Ｏ
不是自身同一的；后两个悖论则导致了另一种矛

盾，即悖论集 Ｒ和 Ｗ分别在 Ｒ和 Ｗ处没有清晰
明确的边界线。因此，我们可以合理地相信：这两

种矛盾背后有不同根源。因此，这种良定义性解

悖方案认为：这两种悖论分别植根于确定性和二

分性这两个方面的内在缺陷。与之不同，类型论、

ＺＦＣ和ＮＢＧ解悖方案并没有重视这两种不同的
矛盾类型，进而没有揭示不同种类的矛盾背后不

同种类的根源或缺陷。类型论认为每个集合必须

包含相同类型的对象，因此Ｖ和 Ｒ包含相同的缺
陷，即包含不同种类的对象。但问题是：包含不同

类型的对象怎么会是一种缺陷呢，而且同样的缺

陷又如何会导致不同种类的矛盾呢？ＺＦＣ解悖方
案则采用分离公理来拒斥 Ｖ和 Ｒ，但并没有指出
它们的内在缺陷是什么，也没有解释为什么它们

会导致不同类型的矛盾。ＮＢＧ解悖方案认为 Ｖ
和Ｒ太大以至于无法成为集合。但问题是：这种
汇集的大基数怎么会是某种内在缺陷呢，同样的

缺陷又是如何导致不同类型的矛盾呢？此外，由

于这些集合论拒斥自属集和非良基集，因此 Ｖ、Ｒ
和Ｗ是同一个汇集。为什么同一个汇集在作为
集合时会导致不同类型的矛盾呢？这些解悖方案

并没有提供一个自然的哲学解释。

第四，这个良定义性解悖方案揭示了我们在

“Ｖ和Ｒ是集合”这一直观的形成过程中所犯的
错误，即我们在这种直观的形成过程中并没有考

虑奇点Ｖ的确定性和奇点 Ｒ的二分性。这种揭
９４
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示是很重要的，因为它可以阻止这种顽固直观的

纠缠。相比之下，类型论、ＺＦＣ和 ＮＢＧ解悖方案
并没有帮我们摆脱这种顽固直观的纠缠。

第五，这个良定义性解悖方案是足够狭窄的。

由于那些不足道的、非良定义的准集合（如 Ａ：＝
｛１，ｘ，３｝、Ｂ：＝｛１，Ｂ，３｝）显然是病态的，它们必须
被排除在集合概念之外。因此，这个良定义性解

悖方案采用确定性和二分性这两个自然概念来拒

斥这种病态的准集合。有趣的是，这种处理有一

个自然的理论后果，即可以同时拒斥那些悖论集，

如Ｖ、Ｒ、Ｏ、Ｗ。这表明这种处理是一种顺其自
然，而不是特设的解悖方案。此外，这种处理只拒

斥诸如Ｖ、Ｒ、Ｏ和 Ｗ这样的悖论性集合，它并不
拒斥它们所对应的汇集或真类的存在性。因此，

它仅仅拒斥了我们必须拒斥的东西。因此，这个

良定义性解悖方案是足够狭窄的。相比之下，罗

素关于类型的反直观区分把数学中许多合理且重

要的概念都排除出去了。ＺＦＣ解悖方案采用一些
有争议的公理（如选择公理）来规定一个新的集

合论域。它禁止“提及任何不是集合的类”，恩德

顿（ＨｅｒｂｅｒｔＥｎｄｅｒｔｏｎ）认为这是“不自然的，并且
可能是不公平的”①。ＮＢＧ解悖方案采用大这个
概念来解释为什么 Ｖ和 Ｒ不是元素或集合。但
这种解释并不自然且令人满意，留下了一些关于

大这个概念的问题没有回答：这种汇集的大基数

怎么会是某种内在缺陷呢，它如何导致 Ｖ和 Ｒ不
是集合这一事实呢？

第六，这个良定义性解悖方案对于避免诸多

悖论也是足够一般的。在这种方案中，每个实体／
集合都可以看作是一棵树，这棵树中的每个节点

都必须是确定的或良基的（确定性），并且在其内

部和外部之间具有清晰明确的边界线（二分性）。

换言之，这种解悖方案只允许那些其确定性和二

分性可以扎根的那些实体／集合，并且禁止所有导
致非良定义性或自我瓦解的定义。在这个由良定

义的实体／集合构成的宇宙中，怎么可能会隐藏着
任何矛盾？因此，我们可以合理地相信，这种良定

义性解悖方案对于避免悖论而言是足够一般的。

我们知道，ＺＦＣ和ＮＢＧ解悖方案对于避免悖论来
说也是足够一般的。不过，它们的一些公理（如

选择公理和基础公理）比上述确定性和二分性概

念更加复杂。因此，相对于 ＺＦＣ和 ＮＢＧ方案，我
们可以更自然地并且更容易地想象（ｅｎｖｉｓａｇｅ）这
个由良定义实体／集合构成的宇宙的一致性。因
此，我们应该更加确信，这个良定义性解悖方案对

于避免悖论来说是足够一般的。

第七，为了避免集合论悖论，这个良定义性解

悖方案只需要在素朴概括原则的基础上增加一个

良定义性的限制。因此，它只是对素朴集合论的

一个小修正，而不是一个全新的集合论。与之相

比，罗素类型论、ＺＦＣ和 ＮＢＧ解悖方案提出了几
乎全新的集合论，因此它们的做法就好比：扔掉了

一台坏电脑，然后买了一些新电脑。我不是说新

电脑不好，而是说那台坏电脑仍然在那没有得到

修理。因此，尽管这些集合论非常强大、成果丰

富、而且很可能是一致的，但是它们并没有解决素

朴集合论中的那些集合论悖论。为了解决素朴集

合论中的集合论悖论，我们需要做的是修正素朴

集合论（这种修正越少越小越好），而不是提出一

个几乎全新的集合论。

第八，良定义性解悖方案可以自然地解释为

什么由所有集合构成的汇集（用“ｖ”表示）和由所
有非自属集构成的汇集（用“ｒ”表示）不能用于构
造新的集合。如果我们用 ｖ来构造集合 Ｋ，那么
Ｋ
P

ｖ
P

Ｋ，进而Ｋ的确定性将循环地依赖于自身，
然后无法扎根，因此 Ｋ不是集合／实体。如果我
们用ｒ来构造集合Ｋ，那么Ｋ的确定性将依赖于ｒ
的确定性。现在有两种可能性：Ｋ

P

ｒ或者 Ｋ
O

ｒ。
如果Ｋ

P

ｒ，那么Ｋ
P

ｒ
P

Ｋ，然后Ｋ的确定性将循环
地依赖于自身，进而无法扎根，因此 Ｋ不是集合／
实体。如果Ｋ

O

ｒ，那么Ｋ不满足条件“ｘ
O

ｘ”，然后
Ｋ
P

Ｋ，进而Ｋ的确定性也将循环依赖于自身，然后
无法扎根，因此Ｋ不是集合／实体。因此，ｖ和ｒ不
能用于构造新集合。这并不是因为它们太大以至

于无法作为元素。而是因为当这个新定义的准集

合由ｖ和ｒ构造时，这个准集合的良定义性将会被
瓦解。与之不同，虽然ＮＢＧ解悖方案也认为ｖ和ｒ
不能用于构造新集合，但它的理由是不同的，即ｖ
和ｒ等真类的规模太大以至于无法作为元素构造
新的集合。然而，它没有解释为什么这些汇集的大

基数会是某种内在缺陷，为什么我们不能用一些具

有大基数的汇集来构造一个新集合（比如｛ｖ｝或

０５
①ＥｎｄｅｒｔｏｎＨＢ．ＥｌｅｍｅｎｔｓｏｆＳｅｔＴｈｅｏｒｙ．Ａｍｓｔｅｒｄａｍ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９７７，ｐ．１０．
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｛ｒ｝），以及当我们用ｖ和ｒ来构造新集合时，我们
到底违反了集合概念的哪个必要条件。

第九，良定义性解悖方案可以揭示这样一种

有趣的现象，即集合和实体概念具有描述力极限。

先考虑集合概念。当我们用它来定义新集合时，

这个集合概念会指称这个新定义的准集合（如康

托集Ｖ和罗素集Ｒ）。这种对准集合的指称可能
会导致这个准集合的良定义性（确定性或二分

性）的循环依赖。然后，这个准集合的良定义性

是无法扎根的。这种内在缺陷最终可能会导致悖

论。因此，集合概念不能用于描述这个新定义的

准集合（如Ｖ和Ｒ）。因此，集合概念具有描述力
极限，这种极限是由良定义性所导致或孕育的。

现在考虑更一般的实体概念。尽管类型论、ＺＦＣ
和ＮＢＧ集合论都拒斥由所有集合构成的集合，但
它们无法拒斥由所有集合构成的论域；因为这个

论域必定与其元素共存。因此，它们预设这个由

所有集合构成的论域，作为某种非集合的实体。

因此，存在集合类型的实体和非集合类型的实体。

现在令“
R

”表示由所有实体构成的论域或汇集。

一方面，
R

这个汇集与其元素共存，因此它必定也

是实体。然后，它的所有子汇集（ｓｕｂｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｓ）
都是实体，进而｜Ｐ（

R

）｜
!

｜
R

｜。不过，根据康托
定理，我们有｜

R

｜＜｜Ｐ（
R

）｜。因此，我们有｜
R

｜
J

｜
R

｜并且
RJR

。然后，根据同一性法则１，
R

并不是实体。因此，如果
R

这个汇集是实体，那么

它不是实体。另一方面，根据良定义性方案，如果

R

这个汇集是实体，那么
RPR

，进而
R

的确定性

循环依赖于自身，因此无法扎根，从而
R

不是实

体。可见，这两个论证相互印证，共同表明这也是

一种自我瓦解。因此，即使
R

存在，它也不是实

体。这意味着，即使是最一般的实体概念也不能

用于描述
R

这个汇集。因此，实体概念也具有这

种描述力极限。这种现象表明：

（１）如果我们用集合和实体概念来分别描述
Ｖ、Ｒ、Ｏ、Ｗ和

R

，那么它们的确定性或二分性就

会被瓦解，进而它们的确定性或二分性的内在缺

陷会导致一些悖论；因此，确定性和二分性这两个

必要条件导致或者说孕育了集合概念和实体概念

的描述力极限；

（２）上述集合论悖论之所以出现，是因为我
们超出了集合概念和实体概念的描述力极限去描

述那些汇集；

（３）如果我们不超过集合和实体概念的描述
力极限去描述那些汇集，那么就不会出现悖论；此

外，如果我们更进一步，不用任何概念来描述集合

论的柏拉图宇宙及其内部实体，那么这个柏拉图

宇宙的所有内部实体都如其所是地存在，并且这

个柏拉图宇宙也与这些内部实体共存，因此这个

柏拉图宇宙及其内部实体之间没有隐藏的悖论；

因此，悖论并不出现于柏拉图宇宙这个本体之中，

而只是出现在我们对这个宇宙及其内部实体的分

类或归类中。相比之下，罗素类型论、ＺＦＣ和
ＮＢＧ集合论并没有揭示这样一种有趣的现象。

ＡＮｅｗＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌＥｘｐｌａｎａｔｉｏｎｏｆＳｅｔｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＰａｒａｄｏｘｅｓ

ＹＵＡＮＹｏｎｇｆｅｎｇ
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＰｈｉｌｏｓｏｐｈｙ（Ｚｈｕｈａｉ），ＳｕｎＹａｔｓｅｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｚｈｕｈａｉ５１９０８２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＺＦＣ，ｔｈｅｒｅｉｓｎｏＣａｎｔｏｒｓｓｅｔａｎｄＲｕｓｓｅｌｓｓｅｔ．ＴｈｅＭｉｎｉｍａｌＥｘｐｌａｎａｔｉｏｎｅｘｐｌａｉｎｓ
ｔｈｉｓｂｙａｐｐｅａｌｉｎｇｔｏｓｏｍｅｐａｒａｄｏｘｅｓｏｒｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｓ．Ｉｔｓｍａｉｎｐｒｏｂｌｅｍｉｓｔｏｕｓｅｓｏｍｅｅｘｔｅｒｎａｌｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
ｏｒｅｆｆｅｃｔｓｔｏｅｘｐｌａｉｎｔｈｅｃａｕｓｅ．Ａｇｏｏｄｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｓｈｏｕｌｄｂｅａｎｉｎｔｅｒｎａｌｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎａｐｐｅａｌｉｎｇｔｏｓｏｍｅｉｎｔｅｒｎａｌ
ｄｅｆｅｃｔｓｏｆｓｕｃｈ“ｓｅｔｓ”．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｆｏｕｎｄｓｔｈａｔｅａｃｈｅｎｔｉｔｙｍｕｓｔｈａｖｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｎｅｓｓａｎｄｂｉｖａｌｅｎｃｅ，ａｎｄ
ｔｈｅｙｃａｎｎｏｔｄｅｐｅｎｄｃｉｒｃｕｌａｒｌｙｕｐｏｎｔｈｅｍｓｅｌｖｅｓ；ｉｆＣａｎｔｏｒｓｓｅｔａｎｄＲｕｓｓｅｌｌｓｓｅｔａｒｅｓｅｔｓ，ｔｈｅｎｔｈｅｉｒ
ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｎｅｓｓａｎｄｂｉｖａｌｅｎｃｅｗｉｌｌｄｅｐｅｎｄｃｉｒｃｕｌａｒｌｙｕｐｏｎｔｈｅｍｓｅｌｖｅｓ，ａｎｄｔｈｕｓｃａｎｎｏｔｂｅｅｎｔｉｔｉｅｓｏｒｓｅｔｓ．Ｔｈｉｓ
ａｐｐｒｏａｃｈｃａｎａｌｓｏｓｏｌｖｅＢｕｒａｌｉＦｏｒｔｉｓａｎｄＭｉｒｉｍａｎｏｆｆｓＰａｒａｄｏｘｅｓ，ａｎｄｈａｓｖａｒｉｏｕｓｍｅｒｉｔｓｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈｔｈｅ
ｔｈｒｅｅｍａｉｎａｐｐｒｏａｃｈｅｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＣａｎｔｏｒｓＰａｒａｄｏｘ；ＲｕｓｓｅｌｌｓＰａｒａｄｏｘ；ｕｎｉｖｅｒｓｅｏｆｓｅｔｓ；ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｎｅｓｓ；ｂｉｖａｌｅｎｃｅ
（责任校对　徐宁）
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