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直觉主义量化模态逻辑与巴坎公式

程华清
（安徽师范大学 文学院，安徽 芜湖 ２４１００２）

摘　要：直觉主义量化模态逻辑系统ＩＱＳ５是否接受巴坎公式是尚未解决的问题。通过为系统构建新的克里普克语
义，能够证明系统ＩＱＳ５的弱可靠性和弱完全性，进而可用反模型的方法证明巴坎公式不是系统的内定理，即系统 ＩＱＳ５
不接受巴坎公式但接受逆巴坎公式。
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巴坎公式（ＢａｒｃａｎＦｏｒｍｕｌａ）
#

ｘ□Ａ!□#

ｘＡ形式上显示了交换模态算子和全称量词先后顺序命题
间的蕴涵关系。经典量化模态逻辑的Ｋ、Ｄ、Ｔ和Ｓ４系统都不接受巴坎公式，而Ｓ５系统则接受它①。形
式上，直觉主义量化逻辑仅比经典量化逻辑少了“排中律”Ａ

$%

Ａ及其等价形式②。由此可提出一个值
得进一步探讨的问题：直觉主义量化模态逻辑Ｓ５系统（简称“ＩＱＳ５”）是否接受巴坎公式？本文将对此
问题予以解答。

一、直觉主义量化模态逻辑系统ＩＱＳ５及其语义

ＩＱＳ５建立在形式语言Ｌ□基础上，是对直觉主义量化逻辑公理系统ＩＱ③的模态扩充。形式语言Ｌ□

由如下初始符号和公式集构成。

（一）初始符号

（１）ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，…（可数个字母）；均称为个体变元。
（２）ａ１，ａ２，…（有限个或可数个字母）；均称为个体常项。
（３）Ａ１

１，Ａ１
２，…，Ａ１

ｎ，…（可数个字母）；Ａ２
１，Ａ２

２，…，Ａ２
ｎ，…（可数个字母）；…；Ａｎ

１，Ａｎ
２，…，

Ａｎ
ｎ，…（可数个字母）；…；Ａｉ

ｊ（ｉ和ｊ都是正整数）称为ｉ元谓词。
（４）

%

，
&

，
$

，
!

，
#

，
'

，□，，，（，）；它们分别称为否定词、合取词、析取词、蕴涵词、全称量词、存在量
词、必然算子、逗号、左括号和右括号。

（二）公式集

公式集由归纳定义给出，形成规则如下：

（１）对于任意的正整数ｉ和ｊ，Ａｉ
ｊ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｉ）都是原子公式，其中ｔ１，ｔ２，…，ｔｉ是任意的个体变元

或个体常项，个体变元和个体常项都被称为项。原子公式是公式。

（２）如果Ａ是公式，那么
%

Ａ和□Ａ都是公式。
（３）如果Ａ和Ｂ都是公式，那么（Ａ

&

Ｂ），（Ａ
$

Ｂ）和（Ａ
!

Ｂ）都是公式。

４４

①

②

③
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（４）如果Ａ是公式，那么
#

ｘｉＡ和'

ｘｉＡ都是公式（ｉ是任意正整数）。
ＩＱＳ５的语型定义延续ＩＱ的相应定义。ＩＱＳ５由２１个公理和２个推理规则构成。分别由Ｌ□语言下

ＩＱ的１７个公理和分离规则ＭＰ，以及模态逻辑的４个特征公理Ｋ“□（Ａ!

Ｂ）
!

（□Ａ!□Ｂ）”、Ｔ“□Ａ
!

Ａ”、４“□Ａ!□□Ａ”和５“%□Ａ!□%□Ａ”和必然化规则ＲＮ构成，其中ＩＱ的“概括式”公理扩展至
包含４个特征公理。ＩＱＳ５的内定理和推演的定义参照直觉主义模态命题逻辑公理系统①的相应定义。
如果Ａ是ＩＱＳ５的内定理，那么记作├ＩＱＳ５Ａ；如果Ａ是由公式集Г推演得到，那么记作Г├ＩＱＳ５Ａ。

ＩＱＳ５有以下一些重要内定理和导出规则，证明从略：②

内定理［１］：├ＩＱＳ５Ａ
!

Ａ
内定理［２］：├ＩＱＳ５（□Ａ&□Ｂ）!□（Ａ&

Ｂ）
内定理［３］：├ＩＱＳ５Ａ

!%%

Ａ
内定理［４］：├ＩＱＳ５（Ａ

!

Ｂ）
!

（
%

Ｂ
!%

Ａ）
导出规则［１］（演绎定理）：如果Г(｛Ａ｝├ＩＱＳ５Ｂ，那么Г├ＩＱＳ５Ａ

!

Ｂ
导出规则［２］（演绎定理的逆定理）：如果Г├ＩＱＳ５Ａ

!

Ｂ，那么Г(｛Ａ｝├ＩＱＳ５Ｂ
导出规则［３］（三段论规则）：如果Г├ＩＱＳ５Ａ

!

Ｂ并且Г├ＩＱＳ５Ｂ
!

Ｃ，那么Г├ＩＱＳ５Ａ
!

Ｃ
导出规则［４］：｛Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ｝├

ＩＱＳ５（Ｂ１&Ｂ２&…&

Ｂｎ）
导出规则［５］：｛Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ｝├

ＩＱＳ５Ａ当且仅当├ＩＱＳ５（Ｂ１&Ｂ２&…&

Ｂｎ）!Ａ
导出规则［６］：如果├ＩＱＳ５Ａ

!

Ｂ，那么├ＩＱＳ５□Ａ!□Ｂ
导出规则［７］：如果├ＩＱＳ５□（Ｂ１&Ｂ２&…&

Ｂｎ）!Ｃ，那么├
ＩＱＳ５（□Ｂ１&□Ｂ２&…&□Ｂｎ）!Ｃ

对巴坎公式问题的讨论依赖于ＩＱＳ５的语义。
直觉主义模态命题逻辑的对应理论表明：模态公理Ｔ、４和Ｄ在经典模态命题逻辑和直觉主义模态

命题逻辑的关系语义框架中有相同的对应性质，但公理５却不是如此③。多岑曾给出直觉主义命题模
态逻辑Ｓ５的克里普克语义（其框架被称为“ＨＳ５．１”）④，但直接把多岑的工作与直觉主义量化逻辑语义
进行合并会给探讨巴坎公式问题带来技术上的难度。因此，本文为ＩＱＳ５构建的克里普克语义建立在对
ＨＳ５．１简化后的框架之上，而这个新框架能推出ＨＳ５．１框架的所有性质。

ＩＱＳ５的克里普克语义通过对ＩＱ的克里普克语义⑤扩充而获得，由以下定义１至定义３构成。
定义１（ＩＱＳ５模型）：一个ＩＱＳ５模型是一个有序五元组＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞（其中＜Ｗ，≤，Ｒ＞被称

为“ＩＱＳ５框架”）：
１．Ｗ是一个非空集合，其中元素被称为“结点”。
２．≤和Ｒ是Ｗ上的两个二元关系：⑥

≤满足自反性和传递性。
Ｒ满足传递性。
≤和Ｒ之间满足：
性质α：对所有ｗ，ｖ)Ｗ，如果ｗ≤ｖ，那么ｗＲｖ。
性质β：对所有ｗ，ｖ)Ｗ，如果ｗＲｖ，那么'

ｓ
)

Ｗ使得ｗ≤ｓ并且ｖＲｓ。
３．Ｄ是一个非空集合。
４．Ｖ是一个函数（被称为ＩＱＳ５赋值），并满足以下条件：
对所有项ｔ，都有Ｖ（ｔ）

)

Ｄ。

５４

①

②

③

④

⑤

⑥

ＢｏｉＭ．＆ＤｏｅｎＫ．“ＭｏｄｅｌｓｆｏｒＮｏｒｍａｌＩｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃＭｏｄａｌＬｏｇｉｃｓ”，ＳｔｕｄｉａＬｏｇｉｃａ，１９８４，４３（３）：２１７－２４５．
这些内定理和导出规则在ＩＱＳ５的弱完全性证明中被用到。
ＫｏｊｉｍａＫ．ＳｅｍａｎｔｉｃａｌＳｔｕｄｙｏｆＩｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃＭｏｄａｌＬｏｇｉｃｓ，ＰｈＤＴｈｅｓｉｓ，ＫｙｏｔｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１２，ｐ．３４．
ＤｏｅｎＫ．“Ｍｏｄｅｌｓｆｏｒｓｔｒｏｎｇｅｒｎｏｒｍａｌｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｍｏｄａｌｌｏｇｉｃｓ”，ＳｔｕｄｉａＬｏｇｉｃａ，１９８５，４４（１）：３９－７０．
冯棉：《经典逻辑与直觉主义逻辑》，上海人民出版社１９８９版，第１７７—１８５页。
≤*

Ｗ
+

Ｗ，Ｒ
*

Ｗ
+

Ｗ；对所有ｗ，ｖ
)

Ｗ，ｗ≤ｖ意味着＜ｗ，ｖ＞)≤ ，ｗＲｖ意味着＜ｗ，ｖ＞)Ｒ。
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对所有ｗ
)

Ｗ，都有Ｖ（ｗ）
*

Ｄ，并且Ｖ（ｗ）不是空集。
递增性（≤）：对所有满足条件ｗ≤ｖ的ｗ，ｖ)Ｗ，都有Ｖ（ｗ）*Ｖ（ｖ）。
递增性（Ｒ）：对所有满足条件ｗＲｖ的ｗ，ｖ

)

Ｗ，都有Ｖ（ｗ）
*

Ｖ（ｖ）。
Ｄ＝∪ｗ

)

ＷＶ（ｗ）。

对所有ｗ
)

Ｗ和所有ｎ元（ｎ＝１，２，３，…）谓词Ａｎ
ｍ，都有Ｖ（Ａｎ

ｍ，ｗ）
*

［Ｖ（ｗ）］ｎ；对所有满足条件

ｗ≤ｖ的ｖ)Ｗ，都有Ｖ（Ａｎ
ｍ，ｗ）

*

Ｖ（Ａｎ
ｍ，ｖ）成立。

定义２（满足关系）：令＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞是一个ＩＱＳ５模型，对所有ｗ)

Ｗ和所有公式Ａ，“ＩＱＳ５赋
值Ｖ在ｗ处满足Ａ”的递归定义如下（若Ｖ在ｗ处满足Ａ，就记作Ｖ（Ａ，ｗ）＝１；否则，记作Ｖ（Ａ，ｗ）＝
０）：

［１］如果Ａ是原子公式Ａｎ
ｍ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ），那么

Ｖ（Ａｎ
ｍ（ｔ１，ｔ２，… ，ｔｎ），ｗ）＝１当且仅当＜Ｖ（ｔ１），Ｖ（ｔ２），… ，Ｖ（ｔｎ）＞)Ｖ（Ａｎ

ｍ，ｗ）。
［２］如果Ａ是公式Ｂ

&

Ｃ，那么
Ｖ（Ｂ

&

Ｃ，ｗ）＝１当且仅当，Ｖ（Ｂ，ｗ）＝１且Ｖ（Ｃ，ｗ）＝１。
［３］如果Ａ是公式Ｂ

$

Ｃ，那么
Ｖ（Ｂ

$

Ｃ，ｗ）＝１当且仅当，ＴＶ（Ｂ$

Ｃ）①
*

Ｖ（ｗ）并且，Ｖ（Ｂ，ｗ）＝１或Ｖ（Ｃ，ｗ）＝１。
［４］如果Ａ是公式Ｂ

!

Ｃ，那么
Ｖ（Ｂ

!

Ｃ，ｗ）＝１当且仅当，ＴＶ（Ｂ!

Ｃ）
*

Ｖ（ｗ）并且对所有满足条件ｗ≤ｖ的ｖ)Ｗ，都有Ｖ（Ｂ，ｖ）＝
０或Ｖ（Ｃ，ｖ）＝１。

［５］如果Ａ是公式
%

Ｂ，那么
Ｖ（

%

Ｂ，ｗ）＝１当且仅当，ＴＶ（Ｂ）*Ｖ（ｗ）并且对所有满足条件ｗ≤ｖ的ｖ)Ｗ，都有Ｖ（Ｂ，ｖ）＝０。
［６］如果Ａ是公式□Ｂ，那么
Ｖ（□Ｂ，ｗ）＝１当且仅当，ＴＶ（Ｂ）*Ｖ（ｗ）并且对所有满足条件ｗＲｖ的ｖ)Ｗ，都有Ｖ（Ｂ，ｖ）＝１。
［７］如果Ａ是公式

#

ｘｉＢ，那么
Ｖ（

#

ｘｉＢ，ｗ）＝１当且仅当对所有与Ｖ为“ｉ等值的”ＩＱＳ５赋值②Ｖ１，对所有满足条件ｗ≤ｖ的ｖ)Ｗ，
当Ｖ１（ｘｉ）)Ｖ（ｖ）时，均有Ｖ１（Ｂ，ｖ）＝１。

［８］如果Ａ是公式
'

ｘｉＢ，那么
Ｖ（

'

ｘｉＢ，ｗ）＝１当且仅当存在与Ｖ为“ｉ等值的”ＩＱＳ５赋值Ｖ１，Ｖ１（ｘｉ）)Ｖ（ｗ），并且Ｖ１（Ｂ，ｗ）＝１。
根据定义２可知：对所有ｗ

)

Ｗ和所有公式Ａ，Ｖ（Ａ，ｗ）＝１或 Ｖ（Ａ，ｗ）＝０两者有且只有一个成
立。此外，令＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞是一个ＩＱＳ５模型，通过施归纳于公式Ａ不难证明：（１）对所有ｗ)

Ｗ和
所有公式Ａ，如果Ｖ（Ａ，ｗ）＝１，那么ＴＶ（Ａ）*

Ｖ（ｗ）；（２）单调性：对所有ｗ，ｖ
)

Ｗ和所有公式Ａ来说，
如果ｗ≤ｖ且Ｖ（Ａ，ｗ）＝１，那么Ｖ（Ａ，ｖ）＝１。

定义３（有效性）：令＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞是一个 ＩＱＳ５模型，对所有公式 Ａ，若对所有 ｗ)

Ｗ，当 ＴＶ
（Ａ）

*

Ｖ（ｗ）时，都有Ｖ（Ａ，ｗ）＝１，则称Ａ是模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞有效的；若对所有 ＩＱＳ５模型＜Ｗ，
≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞都有Ａ是模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞有效的，那么称Ａ是ＩＱＳ５有效的。

二、ＩＱＳ５的弱可靠性和弱完全性
为探讨巴坎公式问题，以下证明ＩＱＳ５的弱可靠性和弱完全性。

６４

①

②

公式Ａ中的个体常项和自由个体变元称为“Ａ中的量项”，Ａ中全体量项组成的集合记为Ｔ（Ａ），称为“Ａ的量项集”，Ａ中全体量
项的函数值（函数为Ｖ）组成的集合Ｔｖ（Ａ）是“Ａ的量项的赋值集”。

令＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞和＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ１＞是两个ＩＱＳ５模型，称Ｖ和Ｖ１是“ｉ等值的”（ｉ是某一个正整数），如果它们满足以下条

件：［１］对所有ｗ
)

Ｗ，都有Ｖ（ｗ）＝Ｖ１（ｗ）。［２］对所有ｗ)

Ｗ和所有ｎ元谓词Ａｎｍ，都有Ｖ（Ａｎｍ，ｗ）＝Ｖ１（Ａｎｍ，ｗ）。［３］如果项 ｔ,ｘｉ
时，都有Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）。
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定理１（弱可靠性）：对任意公式Ａ，如果├ＩＱＳ５Ａ，那么Ａ是ＩＱＳ５有效的。
证明：首先ＩＱＳ５的所有公理都是ＩＱＳ５有效的，规则ＭＰ和ＲＮ都保持ＩＱＳ５有效性，再对证明序列

长度作归纳证明即可。证明冗长、繁琐但不难，从略。

定理２（弱完全性）：对任意公式Ａ，如果Ａ是ＩＱＳ５有效的，那么├ＩＱＳ５Ａ。
证明：采用Ｈｅｎｋｉｎ方式的弱完全性证明方法，需补充以下定义与引理。
定义４（形式语言扩充）：
在形式语言Ｌ□基础上，按照如下规则对Ｌ□作可数无穷次扩充：
在形式语言Ｌ□（不妨记为Ｌ０□）的初始符号集的基础上，添加可数无穷个新的个体常项ｃ１

１，ｃ２
１，…，

ｃｍ
１，…，形成新的初始符号集，形成规则不变，进而形成第１次扩充的形式语言（记为Ｌ１□）。
如果Ｌｎ□是第 ｎ次扩充形成的形式语言，那么在 Ｌｎ□的初始符号集的基础上添加可数无穷个新的

个体常项ｃ１
ｎ＋１，ｃ２

ｎ＋１，…．，ｃｍ
ｎ＋１，…，形成规则不变，进而形成第ｎ＋１次扩充的形式语言（记为Ｌｎ＋１□）。

对定义４的说明：
令Ｆ０，Ｆ１，…，Ｆｎ，…，Ｆｗ分别是Ｌ０□，Ｌ１□，…，Ｌｎ□，…，Ｌｗ□中全体公式的集合，其中 Ｌｗ□是可数

无穷序列Ｌ０□，Ｌ１□，…，Ｌｎ□，…的无穷并集，那么由定义４可以得到Ｆ０*Ｆ１*…*

Ｆｎ*…*

Ｆｗ。
在形式语言Ｌｔ□（ｔ是一非负整数或ｔ是 ｗ）的基础上，再添加系统 ＩＱＳ５同形式的公理和推理规则

（即公理和推演规则中Ｌ□的公式全部替换为Ｌｔ□的公式）就形成了公理系统ＩＱＳ５（ｔ），ＩＱＳ５系统也被记
为ＩＱＳ５（０），ＩＱＳ５（ｔ）中的推演与证明的定义也作相应的改变，这样容易得到：令Ｔｔ是系统ＩＱＳ５（ｔ）的内
定理集，那么Ｔ０*Ｔ１*…*

Ｔｎ*…*

Ｔｗ，并且系统ＩＱＳ５（ｔ）保持弱可靠性。
定义５（相容集）：令Г是Ｌｔ□（ｔ是任一非负整数或 ｗ）中的公式集，如果不存在 Ｌｔ□的公式 Ａ，使得

Г├ＩＱＳ５（ｔ）Ａ并且Г├ＩＱＳ５（ｔ）
%

Ａ同时成立，那么称Г是系统ＩＱＳ５（ｔ）的一个相容集。
容易证明：Г是系统ＩＱＳ５（ｔ）（ｔ是一非负整数或 ｔ是 ｗ）的一个相容集当且仅当存在 Ｌｔ□中的公式

Ａ，使得Г├ＩＱＳ５（ｔ）Ａ不成立。
定义６（强相容集）：令Г是Ｌｎ□（ｎ是任一非负整数）中的公式集，Ａ、Ｂ和 Ｂ（ｘｉ）是 Ｌｎ□中的公式，ｘｉ

在Ｂ（ｘｉ）中有自由出现。如果Г满足以下的四个条件，那么称Г是系统ＩＱＳ５（ｎ）的一个强相容集：
①Г是ＩＱＳ５（ｎ）的相容集。
②演绎封闭条件：对任意Ｌｎ□中的公式Ａ，如果Г├

ＩＱＳ５（ｎ）Ａ，那么Ａ
)Г。

③析取条件：对任意Ｌｎ□中的公式Ａ和Ｂ，如果（Ａ$

Ｂ）
)Г，则Ａ)Г或Ｂ)Г成立。

④存在条件：对任意Ｌｎ□中形式为'

ｘｉＢ（ｘｉ）的公式（ｘｉ在 Ｂ（ｘｉ）中有自由的出现），如果'

ｘｉＢ（ｘｉ）)
Г，那么存在Ｌｎ□中的个体常元（记为ｂｊ

ｎ），使得Ｂ（ｂｊ
ｎ）
)Г，其中Ｂ（ｂｊ

ｎ）是用ｂｊ
ｎ取代Ｂ（ｘｉ）中ｘｉ的每一

次自由出现而获得的公式。

引理１（强相容集存在引理）：令 Г和 Ａ分别是 Ｌｎ□（ｎ是任一非负整数）的公式集和公式，并且 Г
├ＩＱＳ５（ｎ）Ａ不成立，那么存在系统ＩＱＳ５（ｎ＋１）的一个强相容集Σ，满足Г*Σ并且Σ├ＩＱＳ５（ｎ＋１）Ａ不成立。

证明：使用Ｌｉｎｄｅｎｂａｕｍ方式的构造①。
引理２（典范模型构造）：令Σ１是ＩＱＳ５（１）的一个强相容集，则存在一个ＩＱＳ５（ｗ）模型＜Ｗ，≤，Ｒ，

Ｄ，Ｖ＞，它满足以下条件：
①Ｗ＝｛Σ-Σ１*Σ并且存在非负整数ｎ，使得Σ是ＩＱＳ５（ｎ）的一个强相容集｝。

②对所有Σ)

Ｗ，若Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）（ｎ是某一非负整数）的强相容集，则对Ｌｎ□中所有公式Ａ，都
有：Ｖ（Ａ，Σ）＝１当且仅当Ａ)Σ。

证明：构造一个ＩＱＳ５（ｗ）模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞如下：
（１）令Ｗ＝｛Σ-Σ１*Σ并且存在非负整数ｎ，使得Σ是ＩＱＳ５（ｎ）的一个强相容集｝，由于 Σ１*Σ１，因

７４
①冯棉：《经典逻辑与直觉主义逻辑》，上海人民出版社１９８９版，第２００页。
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此Ｗ非空。
（２）令≤是Ｗ中元素的包含关系*

，因此它具有自反性和传递性。

（３）Ｒ是Ｗ中元素的二元关系，被定义为：
对于任意的Σ，Г)Ｗ，ΣＲГ当且仅当Σ*Г，其中Σ＝｛Ａ-□Ａ)Σ｝。
Ｒ满足传递性，证明如下：
传递性：对所有Г，Σ，Ф)

Ｗ（Г、Σ和Ф分别是系统ＩＱＳ５（ｍ）、ＩＱＳ５（ｎ）和ＩＱＳ５（ｔ）的强相容集），假
设ГＲΣ并且ΣＲФ，那么Г*Σ并且Σ*Ф。首先（Г）*Σ成立：

对所有Ａ
)

（Г），□Ａ)Г成立。由于Г*Σ，因此□Ａ)Σ，即Ａ)Σ。所以（Г）*Σ成立。
由（Г）*Σ和Σ*Ф可得（Г）*Ф。接下来，Г*（Г）成立：
对所有Ａ

)Г，□Ａ)Г，因此Г├ＩＱＳ５（ｍ）□Ａ。由于Г├ＩＱＳ５（ｍ）□Ａ!□□Ａ（公理４），因此由规则ＭＰ
可得Г├ＩＱＳ５（ｍ）□□Ａ。再由Г的演绎封闭性条件可得□□Ａ)Г，因此□Ａ)Г，进而 Ａ)

（Г）成立。
所以Г*（Г）成立。

由Г*（Г）和（Г）*Ф可得Г*Ф，即ГＲФ。因此Ｒ满足传递性。
≤和Ｒ还满足性质α和性质β，证明如下：
性质α：对所有Г，Σ)

Ｗ，其中Г是系统ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集，Σ是系统 ＩＱＳ５（ｎ）的强相容集。假
设Г≤Σ，那么Г*Σ。对所有Ａ)Г，□Ａ)Г，进而Г├ＩＱＳ５（ｍ）□Ａ。由于 Г├ＩＱＳ５（ｍ）□Ａ!

Ａ（公理 Ｔ），利
用规则ＭＰ可得Г├ＩＱＳ５（ｍ）Ａ，进而Ａ

)Г（Г的演绎封闭条件）。由于Г*Σ，因此Ａ)Σ，所以Г*Σ成立，
即ГＲΣ成立。因此性质α成立。

性质β：对所有Г，Σ)

Ｗ，其中Г是系统ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集，Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）的强相容集（这里
不妨设ｍ不大于ｎ，ｎ不大于 ｍ情况的证明类似）。假设 ГＲΣ，根据定义，Г*Σ。令 Ф＝Г(Σ（Г*Ф
和Σ*Ф显然成立）。

首先证明以下结论：

Ф是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集：
假设Ф不是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集，那么存在 ＩＱＳ５（ｎ）的公式 Ａ，使得 Г(Σ├ＩＱＳ５（ｎ）Ａ并且 Г(

Σ├ＩＱＳ５（ｎ）
%

Ａ同时成立，进而Г(Σ├ＩＱＳ５（ｎ）
%

（Ａ
!

Ａ）（利用公理
%

Ａ
!

（Ａ
!

Ｂ）和规则ＭＰ）。
接下来，先证明Г和Σ都是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集：
１．若Г不是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集，那么存在ＩＱＳ５（ｎ）的公式Ａ０，使得Г├

ＩＱＳ５（ｎ）Ａ０并且Г├
ＩＱＳ５（ｎ）

%

Ａ０同时成立，进而Г├
ＩＱＳ５（ｎ）

%

（Ａ０!Ａ０）（利用公理%

Ａ
!

（Ａ
!

Ｂ）和规则ＭＰ）。由于（Ａ０!Ａ０）是ＩＱＳ５
（ｎ）的内定理，因此推演序列中一定存在Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｓ)Г，进而：

├ＩＱＳ５（ｎ）（Ｌ１&Ｌ２&…&

Ｌｓ）!%

（Ａ０!Ａ０），导出规则［５］

令Ｇ＝（Ｌ１&Ｌ２&…&

Ｌｓ），那么├
ＩＱＳ５（ｎ）Ｇ

!%

（Ａ０!Ａ０）。

由于｛Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｓ｝├
ＩＱＳ５（ｎ）（Ａ

!

Ａ）成立（内定理［１］），因此├ＩＱＳ５（ｎ）Ｇ
!

（Ａ０!Ａ０）也成立（导出规

则［５］），进而├ＩＱＳ５（ｎ）
%

Ｇ（利用公理（Ａ
!

Ｂ）
!

（（Ａ
!%

Ｂ）
!%

Ａ）和规则 ＭＰ）。再利用规则 ＲＮ可得
├ＩＱＳ５（ｎ）□%

Ｇ，因此Σ├ＩＱＳ５（ｎ）□%

Ｇ。根据Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）的强相容集可知，□%

Ｇ
)Σ，从而%□%

Ｇ
.

Σ（否则Σ不相容）。由于 Г*Σ，因此%□%

Ｇ
.Г，进而□%□%

Ｇ
.Г。由于 Г├ＩＱＳ５（ｍ）

%□%

Ｇ
!□%

□%

Ｇ（公理５），因此
%□%

Ｇ
.Г（否则将导致□%□%

Ｇ
)Г）。

进而：

１．├ＩＱＳ５（ｍ）Ｇ
!%%

Ｇ，系统内定理［３］
２．├ＩＱＳ５（ｍ）□%

Ｇ
!%

Ｇ，公理Ｔ
３．├ＩＱＳ５（ｍ）（□%

Ｇ
!%

Ｇ）
!

（
%%

Ｇ
!%□%

Ｇ），系统内定理［４］
４．├ＩＱＳ５（ｍ）

%%

Ｇ
!%□%

Ｇ，２和３利用规则ＭＰ
５．├ＩＱＳ５（ｍ）Ｇ

!%□%

Ｇ，１和４利用三段论规则
８４
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由于Г├ＩＱＳ５（ｍ）Ｇ（Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｓ)Г，导出规则［４］），因此对５再利用规则 ＭＰ可得 Г├
ＩＱＳ５（ｍ）

%□%

Ｇ，进而由Г是系统ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集可知%□%

Ｇ
)Г，这与%□%

Ｇ
.Г矛盾，因此假设不成立，所以Г

是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集。
２．若Σ不是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集，则存在ＩＱＳ５（ｎ）的公式Ｂ，使得Σ├ＩＱＳ５（ｎ）

%

（Ｂ
!

Ｂ），由于（Ｂ
!

Ｂ）是ＩＱＳ５（ｎ）的内定理，因此推演序列中一定存在Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｓ)Σ，进而：
１．├ＩＱＳ５（ｎ）（Ｂ１&Ｂ２&…&

Ｂｓ）!%

（Ｂ
!

Ｂ），导出规则［５］
２．├ＩＱＳ５（ｎ）□（Ｂ１&Ｂ２&…&

Ｂｓ）!□%

（Ｂ
!

Ｂ），导出规则［６］
３．├ＩＱＳ５（ｎ）（□Ｂ１&□Ｂ２&…&□Ｂｓ）!□%

（Ｂ
!

Ｂ），导出规则［７］
４．｛□Ｂ１，□Ｂ２，…，□Ｂｓ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）□%

（Ｂ
!

Ｂ），导出规则［５］
５．｛□Ｂ１，□Ｂ２，…，□Ｂｓ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）
%

（Ｂ
!

Ｂ），利用公理Ｔ和规则ＭＰ
６．｛□Ｂ１，□Ｂ２，…，□Ｂｓ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）（Ｂ
!

Ｂ），系统内定理［１］
由于Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｓ)Σ，因此□Ｂ１，□Ｂ２，…，□Ｂｓ)Σ，这导致Σ不是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集，矛

盾。所以Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集。
下面证明Г(Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集：由（Ａ!

Ａ）是系统ＩＱＳ５（ｎ）的内定理以及Г和Σ都是
系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集可知，Г(Σ├ＩＱＳ５（ｎ）

%

（Ａ
!

Ａ）的推演序列中一定存在Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｐ)Г和Ｄ１，
Ｄ２，…，Ｄｑ)Σ。进而｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｐ，Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｑ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）
%

（Ａ
!

Ａ）。令 Ｅ＝Ｃ１&Ｃ２&…&

Ｃｐ，那
么根据导出规则［５］可得：

├ＩＱＳ５（ｎ）Ｅ
&

Ｄ１&Ｄ２&…&

Ｄｑ!%

（Ａ
!

Ａ），
再根据导出规则［５］和演绎定理可得：
｛Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｑ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）Ｅ
!%

（Ａ
!

Ａ）。
由于｛Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｑ｝(｛Ｅ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）（Ａ
!

Ａ），因此根据演绎定理可得：
｛Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｑ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）Ｅ
!

（Ａ
!

Ａ），
再利用公理（Ａ

!

Ｂ）
!

（（Ａ
!%

Ｂ）
!%

Ａ）和规则ＭＰ可得｛Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｑ｝├
ＩＱＳ５（ｎ）

%

Ｅ。进而：
１．├ＩＱＳ５（ｎ）（Ｄ１&Ｄ２&…&

Ｄｑ）!%

Ｅ，导出规则［５］
２．├ＩＱＳ５（ｎ）□（Ｄ１&Ｄ２&…&

Ｄｑ）!□%

Ｅ，导出规则［６］
３．├ＩＱＳ５（ｎ）（□Ｄ１&□Ｄ２&…&□Ｄｑ）!□%

Ｅ，导出规则［７］
４．｛□Ｄ１，□Ｄ２，…，□Ｄｑ｝├

ＩＱＳ５（ｎ）□%

Ｅ，导出规则［５］
由于Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｑ)Σ，因此□Ｄ１，□Ｄ２，…，□Ｄｑ)Σ，所以 Σ├

ＩＱＳ５（ｎ）□%

Ｅ。因为 Σ是系统
ＩＱＳ５（ｎ）的强相容集，因此

%□%

Ｅ
.Σ（否则Σ不相容）。由于 Г*Σ，因此%□%

Ｅ
.Г，进而□%□%

Ｅ
.Г。由于Г是系统 ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集并且 Г├ＩＱＳ５（ｍ）

%□%

Ｅ
!□%□%

Ｅ（公理５），因此
%□%

Ｅ
.Г

（否则导致□%□%

Ｅ
)Г）。

再有：

１．├ＩＱＳ５（ｍ）Ｅ
!%%

Ｅ，系统内定理［３］
２．├ＩＱＳ５（ｍ）□%

Ｅ
!%

Ｅ，公理Ｔ
３．├ＩＱＳ５（ｍ）（□%

Ｅ
!%

Ｅ）
!

（
%%

Ｅ
!%□%

Ｅ），系统内定理［４］
４．├ＩＱＳ５（ｍ）

%%

Ｅ
!%□%

Ｅ，２和３利用规则ＭＰ
５．├ＩＱＳ５（ｍ）Ｅ

!%□%

Ｅ，１和４利用三段论规则
由于Г├ＩＱＳ５（ｍ）Ｅ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｐ)Г，导出规则［４］），因此利用规则ＭＰ可得Г├

ＩＱＳ５（ｍ）
%□%

Ｅ，进而
由Г是系统ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集可知%□%

Ｅ
)Г，这与%□%

Ｅ
.Г矛盾，因此假设不成立，所以 Ф＝Г(

Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）的相容集。
由此根据引理１可知，存在系统ＩＱＳ５（ｎ＋１）的一个强相容集Ф１，满足Ф*Ф１。由于Г*Ф和Σ*Ф

都成立，因此Г*Ф１和Σ*Ф１都成立。由此可知，性质β成立。

９４
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（４）令Ｄ为Ｌｗ□中的全体个体常元组成的集合（Ｄ中有可数无穷个元素）。
（５）赋值Ｖ定义如下：
对所有个体变元ｘｉ，都有Ｖ（ｘｉ）)Ｄ；并且对所有ｄ)Ｄ，都存在ｘｉ，使得Ｖ（ｘｉ）＝ｄ（Ｄ中元素有可数无

穷个，个体变元有可数无穷个，因此对应关系存在）。

对所有ｄ
)

Ｄ，都有Ｖ（ｄ）＝ｄ
)

Ｄ。
对所有Σ)

Ｗ，都有Ｖ（Σ）＝Ｄ。
对所有Σ)

Ｗ和所有ｎ元（ｎ＝１，２，３，…）谓词Ａｎ
ｍ，都有

Ｖ（Ａｎ
ｍ，Σ）＝｛＜Ｖ（ｔ１），Ｖ（ｔ２），…，Ｖ（ｔｎ）＞：Ａｎ

ｍ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）)Σ｝（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ是Ｌｗ□中的项）。
不难验证，Ｖ满足定义１中的４的所有条件。
所构造的ＩＱＳ５（ｗ）模型已满足条件①，下面证明它也满足条件②：
施归纳于Ｌｎ□中的公式Ａ（对于每一个Σ)

Ｗ，Σ是系统ＩＱＳ５（ｎ）（ｎ是某一非负整数）的强相容集）。

当Ａ分别是原子公式Ａｎ
ｍ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）、公式Ｂ&

Ｃ、公式Ｂ
$

Ｃ、公式Ｂ
!

Ｃ、公式
%

Ｂ、公式
#

ｘｉＢ和
公式

'

ｘｉＢ时，证明参照直觉主义量化逻辑中的情况①。以下仅考虑Ａ是公式□Ｂ的情况：
当Ａ是公式□Ｂ时：
１．假设□Ｂ)Σ，那么Ｂ)Σ。进而对所有满足Σ*Σ’的Σ’)Ｗ（Σ’是系统ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集，

ｍ是某一非负整数），都有Ｂ
)Σ’。再根据归纳假设可知Ｖ（Ｂ，Σ’）＝１。由于ＴＶ（Ｂ）*Ｄ也成立，因此

由定义２［６］可得Ｖ（□Ｂ，Σ）＝１。
２．假设Ｖ（□Ｂ，Σ）＝１。根据定义２［６］，ＴＶ（Ｂ）*Ｄ并且对所有满足 Σ*Σ’的 Σ’)Ｗ（Σ’是系统

ＩＱＳ５（ｍ）的强相容集，ｍ是某一非负整数），都有Ｖ（Ｂ，Σ’）＝１；再根据归纳假设可知 Ｂ)Σ’，进而 Σ’
├ＩＱＳ５（ｍ）Ｂ成立。

再假设□Ｂ.Σ。
接下来先证明Σ├ＩＱＳ５（ｎ）Ｂ不成立：
假设Σ├ＩＱＳ５（ｎ）Ｂ成立。那么 Σ├ＩＱＳ５（ｎ）Ｂ的推演序列中一定存在 Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｑ)Σ（否则，

├ＩＱＳ５（ｎ）Ｂ成立，进而利用规则 ＲＮ可得├ＩＱＳ５（ｎ）□Ｂ也成立，进而 Σ├ＩＱＳ５（ｎ）□Ｂ成立。由于 Σ是系统
ＩＱＳ５（ｎ）的强相容集，因此根据演绎封闭条件可知□Ｂ)Σ，这与□Ｂ.Σ矛盾。）

进而：

｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｑ｝├
ＩＱＳ５（ｎ）Ｂ

├ＩＱＳ５（ｎ）（Ｅ１&Ｅ２&…&

Ｅｑ）!Ｂ，导出规则［５］

├ＩＱＳ５（ｎ）□（Ｅ１&Ｅ２&…&

Ｅｑ）!□Ｂ，导出规则［６］

├ＩＱＳ５（ｎ）（□Ｅ１&□Ｅ２&…&□Ｅｑ）!□Ｂ，导出规则［７］

｛□Ｅ１，□Ｅ２，…，□Ｅｑ｝├
ＩＱＳ５（ｎ）□Ｂ，导出规则［５］

由于Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｑ)Σ，因此□Ｅ１，□Ｅ２，…，□Ｅｑ)Σ，进而 Σ├
ＩＱＳ５（ｎ）□Ｂ。由于 Σ是系统 ＩＱＳ５

（ｎ）的强相容集，因此根据演绎封闭条件可知□Ｂ)Σ，这与□Ｂ.Σ矛盾。因此假设不成立，进而 Σ

├ＩＱＳ５（ｎ）Ｂ不成立。
再根据引理１可得，存在系统ＩＱＳ５（ｎ＋１）的一个强相容集Г，满足Σ*Г并且Г├ＩＱＳ５（ｎ＋１）Ｂ不成立。

这与Σ’├ＩＱＳ５（ｍ）Ｂ成立矛盾（ｎ＋１代入ｍ，Г代入Σ’）。所以假设不成立，进而□Ｂ)Σ成立。
上述所构造的ＩＱＳ５（ｗ）模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞满足引理２的两个条件。
依赖于引理１和引理２，直觉主义量化逻辑弱完全性证明中的方法②可直接推广至证明 ＩＱＳ５的弱

完全性，细节从略。

０５

①

②

冯棉：《经典逻辑与直觉主义逻辑》，上海人民出版社１９８９版，第２０３—２０６页。
冯棉：《经典逻辑与直觉主义逻辑》，上海人民出版社１９８９版，第２０６—２０９页。
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三、ＩＱＳ５不接受巴坎公式但接受逆巴坎公式
利用ＩＱＳ５的弱可靠性和弱完全性能够证明ＩＱＳ５不接受巴坎公式而接受逆巴坎公式。
对巴坎公式的特例

#

ｘ１□Ａ１
１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１）构造ＩＱＳ５反模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞：

首先构造ＩＱＳ５框架＜Ｗ，≤，Ｒ＞如下：
Ｗ＝｛ｗ，ｖ，ｕ，ｓ｝。
≤＝｛＜ｗ，ｗ＞，＜ｖ，ｖ＞，＜ｕ，ｕ＞，＜ｓ，ｓ＞，＜ｗ，ｖ＞，＜ｖ，ｓ＞，＜ｗ，ｓ＞，＜ｕ，ｓ＞｝。
Ｒ＝｛＜ｗ，ｗ＞，＜ｖ，ｖ＞，＜ｕ，ｕ＞，＜ｓ，ｓ＞，＜ｗ，ｖ＞，＜ｖ，ｓ＞，＜ｗ，ｓ＞，＜ｕ，ｓ＞，＜ｗ，ｕ＞，＜ｖ，ｕ＞｝。
关系≤和Ｒ可分别通过图１和图２直观表达，其中箭头指向表示结点有序对的顺序（图中节点自

身指向自身的箭头略去）。

图１　关系≤的图示　　　　图２　关系Ｒ的图示

不难验证：≤满足自反性和传递性；Ｒ满足传递性；≤和Ｒ还满足性质α和性质β。
基于上述ＩＱＳ５框架再构造如下ＩＱＳ５模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞：
Ｄ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝。
对所有项ｔ，Ｖ（ｔ）＝ａ（自然Ｖ（ｘ１）＝ａ）。
Ｖ（ｗ）＝Ｖ（ｖ）＝｛ａ｝；Ｖ（ｕ）＝Ｖ（ｓ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝。
Ｖ（Ａ１

１，ｗ）＝Ｖ（Ａ１
１，ｖ）＝｛ａ｝，Ｖ（Ａ１

１，ｕ）＝｛ａ，ｃ｝，Ｖ（Ａ１
１，ｓ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝；对所有 ｘ

)

Ｗ和除了
Ａ１
１以外的所有ｎ元谓词Ａｎ

ｍ，Ｖ（Ａｎ
ｍ，ｘ）＝［Ｖ（ｘ）］ｎ。

易见这一ＩＱＳ５模型满足定义１中的３和４的各项要求。
基于上述构造的ＩＱＳ５模型＜Ｗ，≤，Ｒ，Ｄ，Ｖ＞即可证明Ｖ（#ｘ１□Ａ１

１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１），ｗ）＝０：

根据定义２［４］，Ｖ（
#

ｘ１□Ａ１
１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１），ｗ）＝０当且仅当：（ｉ）并非 ＴＶ（#ｘ１□Ａ１

１（ｘ１）!
□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１））*Ｖ（ｗ），或（ｉｉ）存在满足条件ｗ≤ｙ的ｙ)Ｗ，使得Ｖ（#ｘ１□Ａ１

１（ｘ１），ｙ）＝１并且Ｖ（□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１），ｙ）＝０；由于ＴＶ（#ｘ１□Ａ１

１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１））＝/*

Ｖ（ｗ），因此只需证明（ｉｉ）。
由于Ｖ’（ｘ１）＝ｂ)Ｖ（ｕ）（Ｖ’是与Ｖ“１等值的”ＩＱＳ５赋值）时，Ｖ’（Ａ１

１（ｘ１），ｕ）＝０（由于 Ｖ’（Ａ１
１，

ｕ）＝Ｖ（Ａ１
１，ｕ）＝｛ａ，ｃ｝，而Ｖ’（ｘ１）＝ｂ.｛ａ，ｃ｝），并且ｕ≤ｕ成立，因此根据定义２［７］可得Ｖ（#ｘ１Ａ１

１

（ｘ１），ｕ）＝０；由于 ＴＶ（#ｘ１Ａ１
１（ｘ１））＝/*

Ｖ（ｖ）并且 ｖＲｕ成立，因此根据定义 ２［６］可得 Ｖ（□#

ｘ１Ａ１
１

（ｘ１），ｖ）＝０。
下面证明Ｖ（

#

ｘ１□Ａ１
１（ｘ１），ｖ）＝１：

根据定义２［７］，只需证明对所有与Ｖ为“１等值的”ＩＱＳ５赋值Ｖ’，对所有满足ｖ≤ｙ的ｙ)Ｗ，当Ｖ’
（ｘｉ）)Ｖ（ｙ）时，均有Ｖ’（□Ａ１

１（ｘ１），ｙ）＝１。
进而需考虑两种情况（ｙ取值ｖ，ｙ取值ｓ）：
（１）ｖ≤ｖ时：由于Ｖ（ｖ）＝｛ａ｝，因此Ｖ’（ｘｉ）＝ａ。根据定义２［６］，要证明Ｖ’（□Ａ１

１（ｘ１），ｖ）＝１成
立，需要证明ＴＶ’（Ａ１

１（ｘ１））*Ｖ’（ｖ）并且对所有满足ｖＲｙ的ｙ)Ｗ，都有Ｖ’（Ａ１
１（ｘ１），ｙ）＝１。由于ＴＶ’

（Ａ１
１（ｘ１））＝Ｖ’（ｖ）＝｛ａ｝成立，因此只需证明对所有满足ｖＲｙ的ｙ)Ｗ，都有Ｖ’（Ａ１

１（ｘ１），ｙ）＝１；需要
考虑三种情况（ｙ取值ｖ，ｙ取值ｓ，ｙ取值ｕ）：

（ａ）ｖＲｖ：由于Ｖ’（ｘ１）＝ａ，Ｖ’（Ａ１
１，ｖ）＝｛ａ｝，因此Ｖ’（Ａ１

１（ｘ１），ｖ）＝１。
（ｂ）ｖＲｓ：由于Ｖ’（ｘ１）＝ａ，Ｖ’（Ａ１

１，ｓ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，因此Ｖ’（Ａ１
１（ｘ１），ｓ）＝１。

１５
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（ｃ）ｖＲｕ：由于Ｖ’（ｘ１）＝ａ，Ｖ’（Ａ１
１，ｕ）＝｛ａ，ｃ｝，因此Ｖ’（Ａ１

１（ｘ１），ｕ）＝１。
这样就证明了ｖ≤ｖ时，Ｖ’（□Ａ１

１（ｘ１），ｖ）＝１成立。
（２）ｖ≤ｓ时：由于Ｖ（ｓ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，因此Ｖ’（ｘｉ）＝ａ或Ｖ’（ｘｉ）＝ｂ或Ｖ’（ｘｉ）＝ｃ。根据定义２［６］，

要证明Ｖ’（□Ａ１
１（ｘ１），ｓ）＝１成立，需要证明ＴＶ’（Ａ１

１（ｘ１））*Ｖ’（ｓ）并且对所有满足ｓＲｙ的ｙ)Ｗ，都有
Ｖ’（Ａ１

１（ｘ１），ｙ）＝１。由于ＴＶ’（Ａ１
１（ｘ１））*Ｖ’（ｓ）＝Ｖ（ｓ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝成立，因此只需证明对所有满足

ｓＲｙ的ｙ
)

Ｗ，都有Ｖ’（Ａ１
１（ｘ１），ｙ）＝１；只需考虑一种情况（ｙ取值ｓ）：

（ａ）ｓＲｓ：由于Ｖ’（Ａ１
１，ｓ）＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，因此无论将 Ｖ’（ｘｉ）赋值为 ａ，ｂ，ｃ三者中任意一个值，均有

Ｖ’（ｘｉ）)Ｖ’（Ａ１
１，ｓ），即Ｖ’（Ａ１

１（ｘ１），ｓ）＝１。这样就证明了ｖ≤ｓ时，Ｖ’（□Ａ１
１（ｘ１），ｓ）＝１成立。

最后，由于ＴＶ（#ｘ１□Ａ１
１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１））＝/*

Ｖ（ｗ），并且ｗ≤ｖ成立，结合上面所得的结论Ｖ
（
#

ｘ１□Ａ１
１（ｘ１），ｖ）＝１和Ｖ（□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１），ｖ）＝０，再根据定义２［４］可知：

Ｖ（
#

ｘ１□Ａ１
１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１），ｗ）＝０。

由此根据定义３可知，
#

ｘ１□Ａ１
１（ｘ１）!□#

ｘ１Ａ１
１（ｘ１）不是ＩＱＳ５有效的；再利用ＩＱＳ５的弱可靠性即

可证明上述巴坎公式不是ＩＱＳ５的内定理。
接下来，无需系统的推演，从语义角度利用ＩＱＳ５的弱完全性，使用反证法即可证明逆巴坎公式□#

ｘｉＡ!

#

ｘｉ□Ａ是系统ＩＱＳ５内定理，证明从略。
因此ＩＱＳ５不接受巴坎公式而接受逆巴坎公式。

结语

经典量化模态逻辑系统Ｓ５能接受巴坎公式，但较弱的直觉主义量化模态逻辑系统 ＩＱＳ５由于失去
了排中律，即使容纳了公理５，依然不足以接受巴坎公式。进而引出了一个新问题：

由于中间逻辑（ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｌｏｇｉｃｓ）强于直觉主义逻辑而弱于经典逻辑，因此是否存在某个量化的
中间逻辑，使得对其做Ｓ５模态扩充所得的系统接受巴坎公式？

这是可以进一步做的工作，留待后续研究。

ＩｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃＱｕａｎｔｉｆｉｅｄＭｏｄａｌＬｏｇｉｃａｎｄｔｈｅＢａｒｃａｎＦｏｒｍｕｌａ

ＣＨＥＮＧＨｕａｑｉｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＬｉｂｅｒａｌＡｒｔｓ，ＡｎｈｕｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｗｕｈｕ２４１００２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｕｎｓｏｌｖｅｄｐｒｏｂｌｅｍｔｈａｔｗｈｅｔｈｅｒｔｈｅｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｑｕａｎｔｉｆｉｅｄｍｏｄａｌｌｏｇｉｃＩＱＳ５
ａｃｃｅｐｔｓｔｈｅＢａｒｃａｎｆｏｒｍｕｌａ．ＢｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇａｎｅｗＫｒｉｐｋｅａｎｓｅｍａｎｔｉｃｓｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｗｅａｋｓｏｕｎｄｎｅｓｓ
ｔｈｅｏｒｅｍａｎｄｔｈｅｗｅａｋｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓｔｈｅｏｒｅｍｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄ．ＡｎｄｔｈｅｎｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅＢａｒｃａｎｆｏｒｍｕｌａ
ｉｓｎｏｔａｔｈｅｏｒｅｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｃｏｕｎｔｅｒｍｏｄｅｌ．ＳｏＩＱＳ５ｄｏｅｓｎｏｔａｃｃｅｐｔｔｈｅ
Ｂａｒｃａｎｆｏｒｍｕｌａｂｕｔａｃｃｅｐｔｉｔｓｃｏｎｖｅｒｓｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｌｏｇｉｃ；ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｍｏｄａｌｌｏｇｉｃ；ｔｈｅＢａｒｃａｎｆｏｒｍｕｌａ
（责任校对　葛丽萍）

２５


